
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

الرياضيات المتقطعة

الدكتور رامز قدسیة
 

 

 

 

 

 

 

 
 

ISSN: 2617-989X



الرياضيات المتقطعة
رامز قدسیة

 

 

 

 

     

 

                      

    

من منشورات الجامعة الافتراضية السورية

الجمهورية العربية السورية 2018

)CC– BY– ND 4.0( هذا الكتاب منشور تحت رخصة المشاع المبدع – النسب للمؤلف – حظر الاشتقاق

https://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/legalcode.ar

يحق للمستخدم بموجب هذه الرخصة نسخ هذا الكتاب ومشاركته وإعادة نشره أو توزيعه بأية صيغة وبأية وسيلة للنشر ولأية غاية تجارية

أو غير تجارية، وذلك شريطة عدم التعديل على الكتاب وعدم الاشتقاق منه وعلى أن ينسب للمؤلف الأصلي على الشكل الآتي حصرا:

رامز قدسیة، الإجازة في تقانة المعلومات، من منشورات الجامعة الافتراضية السورية، الجمهورية العربية السورية، 2018

https://pedia.svuonline.org/ متوفر للتحميل من موسوعة الجامعة 

 

 

 

 

 

 

Discrete Mathematics
Ramez Koudsieh

 

 

Publications of the Syrian Virtual University (SVU) 

Syrian Arab Republic, 2018 

Published under the license:  

     Creative Commons Attributions- NoDerivatives 4.0 

     International (CC-BY-ND 4.0)       

     https://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/legalcode 

Available for download at: https://pedia.svuonline.org/ 

ISSN: 2617-989X

https://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/legalcode.ar
https://pedia.svuonline.org/
https://creativecommons.org/licenses/by-nd/4.0/legalcode
https://pedia.svuonline.org/


 الفھرس
 4 ............................................................................................................ الفصل الأول: المنطق والبراھین

 propositional logic ....................................................................................... 4المنطق الریاضي  .1

 basic logical operations ............................................................ 4. العملیات المنطقیة الأساسیة 1.1

 compound propositions ...................................................................... 6. الفرضیات المركبة 1.2

 propositional equivalences .................................................................... 7. التكافؤ الفرضي 1.3

 conditional statements ........................................................................ 9. العبارات الشرطیة 1.4

 applications of propositional logic .............................................. 12یق المنطق الفرضي . تطب1.5

 predicates and quantifiers ............................................... 14. الإسنادیات (القضایا) والمكممات 1.6

 introduction to proofs ............................................................................. 18. مدخل إلى البراھین 2

 direct proof .......................................................................................... 18. البرھان المباشر 2.1

 proof by contraposition .............................................................. 19. البرھان بالنفي الإیجابي 2.2

 proofs by contradiction ..................................................... 20. البرھان باستخدام نقض الفرض 2.3

 exhaustive proof and proof by cases ............................ 21البرھان الشامل والبرھان بالحالات  .2.4

 mathematical induction ................................................................... 24. الاستقراء الریاضي 2.5

examples of proofs by mathematical inductionراء الریاضي . أمثلة من البراھین باستخدام الاستق2.6
 .......................................................................................................................................... 26 

 35 ..................................................................................................................................... تمارین

 43 ............................................................................................................. الفصل الثاني: الجبر البولیاني

 basic definitions ........................................................................................... 46. تعاریف أساسیة 1

 Boolean algebra ............................................................................................ 47. الجبر البولیاني 2

 properties of Boolean algebra .......................................................... 48. خصائص الجبر البولیاني 3

 Boolean functions ........................................................................................ 50. التوابع البولیانیة 4

 functions representing Boolean ........................................................... 51. تمثیل التوابع البولیانیة 5

 other logic operations .......................................................................... 55. عملیات منطقیة أخرى 6

 digital logic gates ............................................................................. 56. البوابات المنطقیة الرقمیة 7

 61 ..................................................................................................................................... تمارین

 67 ..................................................................................... الفصل الثالث: حساب الأعداد الصحیحة والتشفیر

 divisibility 𝓏𝓏 ................................................................................................. 70قابلیة القسمة في . 1

 properties of divisibility 𝓏𝓏.................................................................. 70خواص القسمة في  . 1.1

 Euclidean division 𝓏𝓏 .......................................................................... 71القسمة الإقلیدیة في  . 1.2

ي  . 1.3
 congruences 𝓏𝓏 .......................................................................................... 71الموافقات �ف

 divisibility criteria ............................................................................ 73معاییر قابلیة القسمة  .1.4

 greatest common divisors ................................................................... 74القاسم المشترك الأعظم .2

 Euclidean algorithm ........................................................................... 74. خوارزمیة أقلیدس 2.1

 GCD properties .................................................................. 75. خواص القاسم المشترك الأعظم 2.2

 75 ...................................................................................................... الأعداد الأولیة فیما بینھا2.3

ISSN: 2617-989X



 Bézout’s theorem ..................................................................................... 76. مبرھنة بیزو 2.4

 least common multiple ................................................................. 77المضاعف المشترك الأصغر .3

 prime numbers ............................................................................................... 78الاعداد الأولیة .4

 solving congruences ....................................................................................... 81حل الموافقات  .5

 linear congruences ............................................................................. 81. الموافقات الخطیة 5.1

 the Chinese remainder theorem .................................................. 82. مبرھنة الباقي الصیني 5.2

 Fermat’s little theorem ........................................................................... 83. مبرھنة فیرما 5.3

 pseudoprimes ................................................................................... 83. الأعداد شبھ الأولیة 5.4

 applications of congruences .................................................................... 84تطبیقات الموافقات  .6

 hashing functions ..................................................................................... 84. توابع التقطیع 6.1

 pseudorandom numbers ................................................................ 85. الأعداد شبھ عشوائیة 6.2

 Check Digits............................................................................................. 86. اختبار الأرقام 6.3

 cryptography .......................................................................................................... 87التشفیر  .7

 representations of integers ............................................................... 89تمثیل الأعداد الصحیحة  .8

 92 ..................................................................................................................................... تمارین

 99 ..................................................................................................................... الفصل الرابع: العلاقات

 relations and their properties ............................................................... 102وخواصھا . العلاقات 1

 representing relations ................................................................................ 105. تمثیل العلاقات 2

 equivalence relations ................................................................................. 108. علاقات التكافؤ 3

 partial ordering .......................................................................................... 111. الترتیب الجزئي 4

 114 ................................................................................................................................... ریناتم

 121 .......................................................................................................... الفصل الخامس: الخوارزمیات

 algorithms .................................................................................................... 124. الخوارزمیات 1

 algorithm properties ................................................................... 125. خصائص الخوارزمیة 1.1

 algorithm types .............................................................................. 125. أنواع الخوارزمیات 1.2

 search algorithms ........................................................................... 127. خوارزمیات البحث 1.3

 sorting algorithms ........................................................................... 128. خوارزمیات الفرز 1.4

 growth of functions ....................................................................................... 131. تزاید التوابع 2

 big 𝛰𝛰 notation .................................................................................. 131الكبیرة  𝛰𝛰تعریف  .2.1

 big Ω notation .................................................................................. 134الكبیرة  Ω. تعریف 2.2

 big 𝛩𝛩 notation .................................................................................. 134الكبیرة  𝛩𝛩. تعریف 2.3

 complexity of algorithms ....................................................................... 135. تعقید الخوارزمیات 3

 138 ................................................................................................................................... تمارین

 144 .................................................................................................................. الفصل السادس: البیانات

 definitions and basic properties .................................................... 147. تعاریف وخواص أساسیة 1

 graphs definition ................................................................................. 147. تعریف البیانات 1.1

 graph examples ................................................................................ 149. أمثلة عن البیانات 1.2

ISSN: 2617-989X



 graph properties ................................................................................. 150. خواص البیانات 1.3

 special graphs .......................................................................... 153. أنواع خاصة من البیانات 1.4

 some applications of special types of graphs .. 156. بعض تطبیقات الأنواع الخاصة من البیانات 1.5

 subgraphs ........................................................................................... 158. البیانات الجزئیة 1.6

 graph unions ....................................................................................... 158. اجتماع البیانات 1.7

 representing graphs ..................................................................................... 159. تمثیل البیانات 2

 adjacency matrix ................................................................................ 159. مصفوفة الجوار 2.1

 incidence matrix ................................................................................. 161. مصفوفة الورود 2.2

 connectivity ....................................................................................................... 162. الترابطیة 3

 connectedness in undirected graphs ......................... 162. الترابطیة في البیانات غیر الموجھة 3.1

 connectedness in directed graphs .................................... 163. الترابطیة في البیانات الموجھة 3.2

 counting paths between vertices ............................................. 164. عدد المسارات بین العقد 3.3

 Euler and Hamilton paths..................................................... 165 . مسارات أولر ومسارات ھاملتون4

 Euler paths and circuits .............................................................. 165. مسارات ودارات أولر 4.1

 Hamilton paths and circuits ................................................... 167. مسارات ودارات ھاملتون 4.2

 shortest path problems ......................................................................... 168. مسائل أقصر مسار 5

 a shortest-path algorithm ......................................................... 168. خوارزمیة أقصر مسار 5.1

 traveling salesman ...................................................................... 171. مسألة المسافر الجوال 5.2

 173 ................................................................................................................................... تمارین

 178 ................................................................................................................... الفصل السابع: الأشجار

 introduction to trees ............................................................................. 181إلى الأشجار  . مقدمة1

 definitions..................................................................................................... 181. تعاریف 1.1

 examples of trees ............................................................................ 185. أمثلة عن الأشجار 1.2

 properties of trees ............................................................................. 186. خواص الأشجار 1.3

 applications of trees ................................................................................ 187. تطبیقات الأشجار 2

 binary search tree ......................................................................... 187. شجرة البحث الثنائیة 2.1

 decision trees ........................................................................................ 189. أشجار القرار 2.2

 Huffman codes ..................................................................................... 190. ترمیز ھوفمان 2.3

 tree traversal ............................................................................ 193. التجوال ضمن الشجرة الثنائیة 3

 spanning trees ............................................................................................ 198. أشجار التغطیة 4

 introduction .................................................................................................... 198. مقدمة 4.1

 depth-first search ........................................................................... 199. البحث بالعمق أولا ً 4.2

 breadth-first search ..................................................................... 200. البحث بالعرض أولا ً 4.3

 minimum spanning trees ........................................................ 201. أشجار التغطیة الأصغریة 4.4

 205 ................................................................................................................................... تمارین

 

ISSN: 2617-989X



Discrete Mathematics – CH 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الفصل الاول:المنطق والبراهين
 

  

ISSN: 2617-989X 1 



Discrete Mathematics – CH 1 

 

 العنوان رقم الصفحة
 propositional logicالمنطق الفرضي  .1 4
 basic logical operationsالعمميات المنطقية الأساسية 1.1.  4
 compound propositionsالفرضيات المركبة 2.1.  6
 propositional equivalencesالتكافؤ الفرضي 3.1.  7
 conditional statementsالعبارات الشرطية 4.1.  9
 applications of propositional logicتطبيقات المنطق الفرضي 5.1.  12
 predicates and quantifiersالإسناديات )القضايا( والمكممات 6.1.  14
 introduction to proofsمدخل إلى البراهين  .2 18
 direct proofالبرىان المباشر 1.2.  18
 proof by contrapositionالبرىان بالنفي الإيجابي 2.2.  19
 proofs by contradictionالبرىان باستخدام نقض الفرض 3.2.  20

21 
 exhaustive proof and proofالبرىان الشامل والبرىان بالحالات 4.2. 

by cases 
 mathematical inductionالاستقراء الرياضي 5.2.  24

26 
 examples ofأمثمة من البراىين باستخدام الاستقراء الرياضي6.2. 

proofs by mathematical induction 
 

  

ISSN: 2617-989X 2 



Discrete Mathematics – CH 1 

 الكممات المفتاحية:
المنطق الفرضي، عممية منطقية، عممية النفي، عممية الفصل، عممية الفصل الحصري، عممية الضم، قيمة منطقية، 

الفرضية الكمية، الفرضية المتناقضة، التكافؤ الفرضي، فرضية شرطية، فرضية  جدول الحقيقة، فرضية، فرضية مركبة،
شرطية ثنائية الاتجاه، النفي الإيجابي، المقموب، المعكوس، الإسناديات، المكممات، تابع فرضيات، المكمم العام، المكمم 

حالات، الاستقراء الرياضي، الاستقراء الوجودي، البرىان، البرىان المباشر، نقض الفرض، البرىان الشامل، البرىان بال
 القوي.

 
 ممخص:

ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى المنطق الرياضي وتحديد معنى العبارة الرياضية بكافة أنواعيا البسيطة والمركبة 
يجاد مكافئات منطقية ليا والتعرف إلى الإسناديات والمكممات. المنطق ىو الأساس ا لرياضي والشرطية، وكيفية نفييا وا 

الذي نعتمد عميو في عمم الحاسوب. ومن أجل فيم الرياضيات، عمينا فيم ما يجعل حجة رياضية صحيحة والتي ىي 
البرىان والذي نتطرق إليو بكافة أشكالو المباشرة وغير المباشرة، البرىان التقميدي والبرىان بالاستقراء الرياضي التقميدي 

 والقوي.
 

 أهداف تعميمية:
 لب في ىذا الفصل عمى:يتعرف الطا

 .المنطق الرياضي والعمميات الأساسية عميو 
 .الفرضيات البسيطة والمركبة والشرطية والمتكافئة 
 .الإسناديات )القضايا( والمكممات العامة والوجودية وكيفية نفييا 
 ،نقض الفرض، النفي الإيجابي. الطرق المختمفة لمبراىين: المباشرة وغير المباشرة 
 لاستقراء الرياضي التقميدي والقوي.البرىان با 
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 propositional logicالمنطق الفرضي  .1
 ىي جممة خبرية يمكن أن تكون صحيحة أو خاطئة لكن ليس الاثنان معاً. propositionالفرضية : 1تعريف 
 جميع الجمل التالية ىي فرضيات )الأولى والثالثة صحيحة، أما الثانية والرابعة فيي خاطئة(.: 1مثال 

 واشنطن ىي عاصمة الولايات المتحدة الأميركية .1
 باريس ىي عاصمة سورية .2
3. .1  2  3  
4. 5  2  8  
 الجمل التالية ليست فرضيات: 2مثال 

 كم الوقت؟ .1
 اقرأ بتركيز .2
3.   1  2x   

,ليذه المتحولات لتقميدية المستخدمة لمدلالة عن متحولات الفرضيات. الحروف انستخدم الحروف   ,  ,  ,  ....p q r s 
لمفرضية  ، إذا كانت الفرضية صحيحة، وتكون قيمة الحقيقةTتكون قيمة الحقيقة لمفرضية صحيحة، نرمز ليا بالرمز 

 ضية خاطئة.، إذا كانت الفر F خاطئة، نرمز ليا بالرمز
أو منطق الفرضيات  propositional calculusنسمي مجال المنطق الذي يتعامل مع الفرضيات الحساب الفرضي 

propositional logic. 
 

 basic logical operationsالعمميات المنطقية الأساسية 1.1. 
والتي  negationوالنفي  disjunction، الفصل )أو( conjunctionثلاث عمميات منطقية أساسية ىي الضم )و( 
 ."not", "or", "and"يقابميا عمى الترتيب في المغة الإنكميزية الكممات 

 negationعممية النفي 
وذلك بكتابة "إنيا ليست الحالة ..."  pوالذي يرمز لو بالرمز  p، يمكن نفي الفرضية pلتكن الفرضية : 2تعريف 

ىي  p. قيم الحقيقة ل pفي  (not)، أو، إذا أمكن ذلك، بإدخال كممة "ليس" pأو "من الخطأ أن يكون ..." قبل 
 التالي: truth table، كما يبينو جدول الحقيقة pعكس قيم الحقيقة ل 

 
 p  p 

F T 
T F 

 
 من الذاكرة". GB  32جوّال ابراىيم لديو ما لا يقل عن: "أوجد نفي الفرضية التالية :3مثال 

 من الذاكرة". GB 32الحل: "جوّال ابراىيم ليس لديو ما لا يقل عن
 أوجد نفي الفرضية التالية: "حاسب كاتيا يعمل عمى نظام ويندوز". :4مثال 

 نظام ويندوز". الحل: "حاسب كاتيا لا يعمل عمى
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 conjunctionعممية الضم 
,لتكن الفرضيتين  :3تعريف   p qضم الفرضيتين . p وq  ىي فرضية مركبة يرمز ليا بp q " وتقرأp وq ."

pقيمة الحقيقة ل  q  تكون صحيحة عندما تكون قيمة الحقيقة لكل منp وq  صحيحة، وتكون خاطئة فيما عدا
 ذلك كما ىو مبين في جدول الحقيقة التالي:

 
p q  q  p  

T  T  T  
F  F  T  
F  T  F  
F  F  F  

 
,أوجد ضم الفرضيتين التاليتين : 5مثال   p q  حيثp 32"جوّال ابراىيم لديو ما لا يقل عن  GB ومن الذاكرة "q 

 GHz 1"سرعة معالج جوال ابراىيم أكبر من 
 ".GHz 1من الذاكرة و سرعة معالجو أكبر من  GB  32الحل: "جوّال ابراىيم لديو ما لا يقل عن

 disjunctionعممية الفصل 
,لتكن الفرضيتين  :4تعريف   p q فصل الفرضيتين .p وq  ىي فرضية مركبة يرمز ليا بp q " وتقرأp  أوq

p". قيمة الحقيقة ل  q  تكون خاطئة عندما تكون قيمة الحقيقة لكل منp وq  خاطئة، وتكون صحيحة فيما عدا
 ذلك كما ىو مبين في جدول الحقيقة التالي:

 
p q  q  p  

T  T  T  
T  F  T  
T  T  F  
F  F  F  

 
, أوجد فصل الفرضيتين التاليتين: 6مثال   p q  q" ومن الذاكرة GB  32"جوّال ابراىيم لديو ما لا يقل عن pحيث  

 GHz 1"سرعة معالج جوال ابراىيم أكبر من 
 ".GHz 1من الذاكرة أو سرعة معالجو أكبر من   GB 32الحل: "جوّال ابراىيم لديو ما لا يقل عن
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 Exclusive or (XOR)عممية الفصل الحصري 
,لتكن الفرضيتين  :5تعريف   p q فصل حصري لمفرضيتين .p وq  ىي فرضية مركبة يرمز ليا بp q " وتقرأ

p  ًأو حصرياq  قيمة الحقيقة ل ."p q  تكون صحيحة عندما تكون واحدة فقط منp وq  صحيحة، وتكون
 خاطئة فيما عدا ذلك كما ىو مبين في جدول الحقيقة التالي:

 
p q  q  p  

F  T  T  
T  F  T  
T  T  F  
F  F  F  

 
 compound propositionsالفرضيات المركبة 2.1. 
)ىي الفرضيات التي يتم تشكيميا من فرضيات موجودة باستخدام العمميات المنطقية الأساسية : 6تعريف  , , )  

 وعمميات منطقية أخرى سنراىا لاحقاً.
ي تتألف منيا. الطريقة البسيطة المختصرة لإيجاد قيم إن قيمة الحقيقة لمفرضية المركبة تحددىا قيم الحقيقة لمكوناتيا الت
 الحقيقة لمفرضية المركبة تكون من خلال استخدام جدول الحقيقة.

,كيفية تكوين جدول الحقيقة: تمثل الأعمدة الأولى لمجدول المتحولات المنطقية   ,  p q ، كما أنو يوجد في الجدول ،
ليذه المتحولات. في حالة متغيرين  Fو Tل جميع الحالات )التوافقيات( الممكنة من عدد كاف من الصفوف لتمثي

 2nمتغير يمزم وجود  nصفوف )الحالة العامة  8متغيرات يمزم وجود  3صفوف، وفي حالة  4اثنين يمزم وجود 
صف(. ويوجد أيضاً عمود لكل مرحمة من مراحل تكوين الفرضية المركبة وقيمة الحقيقة عند كل خطوة تعين من 

 في العمود الأخير من الجدول. الخطوات السابقة ليا، وفي النياية نحصل عمى قيمة الحقيقة لمفرضية
 .وأخيراً  أولًا ثم  يتم تحديد الأولويات في تطبيق العمميات المنطقية عمى النحو التالي: 

)أوجد الحقيقة لمفرضية المركبة  :7مثال  ) ( )p q p q     
 صفوف، كما يبينو الجدول التالي: 4بالتالي لدينا  qو pالحل: بما أنو لدينا متحولان 

 
    ( ) ( )p q p q   ( )p q  p q   p q  q   p  q  p  

F  F  T  T  F  F  T  T  
T  T  F  T  T F  F  T  
F  T  F  F  F  T  T  F  
T  T  F  T  T  T  F  F  
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)لمركبة أوجد الحقيقة لمفرضية ا :8مثال  ) ( ).p r q r   
 صفوف، كما يبينو الجدول التالي: 8بالتالي لدينا  rو qو pمتحولات  3الحل: بما أنو لدينا 

 
  ( ) ( )p r q r  ( )q r  ( )p r  r  q  p  

T  T  T  T  T  T  
F  F  F  F  T  T  
T  F  T  T  F  T  
F  F  F  F  F  T  
T  T  F  T  T  F  
F  F  F  F  T  F  
F  F  F  T  F  F  
F  F  F  F  F  F  

 
 propositional equivalencesالتكافؤ الفرضي 3.1.

 tautologies and contradictionsالفرضية الكمية والفرضية المتناقضة 
الفرضية الكمية : 7تعريف   ,  ,  P p q   ىي فرضية مركبة قيمتيا المنطقية صحيحة دائماً ميما كانت القيم المنطقية

,لمتحولاتيا   ,  .p q  
)الفرضية  :9مثال  )p p  :ىي فرضية كمية لأن قيمتيا المنطقية صحيحة دائماً كما يبينو جدول الحقيقة ليا  

 p p   p  p  
T  F  T  
T  T  F  

الفرضية المتناقضة : 8تعريف  ,  ,  P p q  لقيم ىي فرضية مركبة قيمتيا المنطقية خاطئة دائماً ميما كانت ا
,المنطقية لمتحولاتيا   ,  p q  

)الفرضية : 10مثال  )p p  :ىي فرضية متناقضة لأن قيمتيا المنطقية خاطئة دائماً كما يبينو جدول الحقيقة ليا 
 

 p p   p  p  
F  F  T  
F  T  F  

 
 logical equivalencesالتكافؤ المنطقي 

ن فرضيتين مركبتين نقول ع: 9تعريف  ,  ,  P p q  و ,  ,  Q p q   أنيما متكافئتان منطقياً إذا وفقط إذا تطابق
,جدولا الحقيقة ليما وذلك من أجل جميع التراكيب الممكنة لمقيم المنطقية لمتحولاتيما   ,  .p q   نرمز لذلك بالرمز

   ,  ,  ,  ,  P p q Q p q   
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) الفرضيتان : 11مثال  )p q و( )p q   متكافئتان ( ( )p q p q     .)قانون دومرغان 
 

  p q   ( )p q  p q  q   p  q  p  
F  F  T  F  F  T  T  
T  T  F  T  F  F  T  
T  T  F  F  T  T  F  
T  T  F  T  T  F  F  

 
T في ىذه التكافؤات .يحتوي الجدول التالي عمى بعض التكافؤات اليامة تدل عمى فرضية مركبة قيمتيا المنطقية  

  تدل عمى فرضية مركبة قيمتيا المنطقية صحيحة دائماً. Fصحيحة دائماً و
 التكافؤ الاسم

 قوانين التطابق
Identity laws 

    p T p   
    p F p   

 قوانين الييمنة
Domination laws 

   p T T   
   p F F   

 قوانين التماثل
Idempotent laws 

   p p p   
   p p p   

 قانون النفي المزدوج
Double negation laws ( )  p p    

 قوانين التبديل
Commutative laws 

    p q q p    
    p q q p    

 قوانين التجميع
Associative laws 

           p q r p q r      
           p q r p q r      

 قوانين التوزيع
Distributive laws 

               p q r p q p r       
               p q r p q p r       

 قوانين دومورغان
De Morgan's laws 

       p q p q       
       p q p q       

 قوانين الامتصاص
Absorption laws 

     p p q p    
     p p q p    

 قوانين النفي
Negation laws 

  p p T    
  p p F    

T F   
F T   
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 conditional statementsالعبارات الشرطية 4.1. 
 conditional statementsالعبارات الشرطية 

". مثل ىذه qفإن  pالعديد من الفرضيات وخاصة في الرياضيات ليا الشكل التالي: "إذا كان  يوجد: 10تعريف 
pالفرضيات تسمى فرضيات شرطية أو اقتضاءات ويرمز ليا بالرمز  q. 

pالاقتضاء  q " يقرأ عادة p  يقتضيq" أو "p  فقط إذا كانq." 
pفي الاقتضاء  q  نقول عنp  أنيا فرضية المقدمة، ونقول عنq .أنيا فرضية النتيجة 

pقيمة الحقيقة للاقتضاء  q  تكون صحيحة عندما تكون قيمة الحقيقة لكل منp وq  صحيحة وكذلك عندما تكون
p ب( غض النطر عن قيمة الحقيقة ل خاطئةq:وتكون خاطئة فيما عدا ذلك كما ىو مبين في جدول الحقيقة التالي ) 
 

p q  q  p  
T  T  T  
F  F  T  
T  T  F  
T  F  F  

 
 لتوضيح معنى الفرضية الشرطية، ليكن المثال التالي: "إذا كنت جائعاً إذاً )عندىا( سآكل شيئاً ما". :12مثال 

 .ىي سآكل شيئاً ما qىي إذا كنت جائعاً والنتيجة في ىذه الفرضية الشرطية  pالمقدمة في ىذه الفرضية الشرطية 
 :qو pلنناقش الآن القيم المنطقية ليذه الفرضية الشرطية حسب القيم المنطقية ل 

p  أنا جائع أي  .1 T  أكمت شيئاً ما أي و  q T ًأي ، في ىذه الحالة يكون الاقتضاء الشرطي صحيحا
 ( )  .p q T . 

p  أنا جائع أي  .2 T  لم آكل شيئاً ما أي و  q Fفي ىذه الحالة يكون الاقتضاء الشرطي خاطئاً أي ، 
( )  .p q F . 

p  أنا لست جائعاً أي  .3 F  أي  أكمت شيئاً ماو  q T في ىذه الحالة وباعتبار أن الاقتضاء الشرطي ،
يعطينا إمكانية الحكم عميو فقط إذا كانت فرضيتو صحيحة، بالتالي لا نستطيع أن نجزم ما إذا كانت النتيجة 

ىو صحيح في  الصحيحة ناتجة عن المقدمة الخاطئة أم لا، وبالتالي نستطيع أن نقول أن الاقتضاء الشرطي
)ىذه الحالة أي  )  p q T . 

p  أنا لست جائعاً أي  .4 F  ولم آكل شيئاً ما أي  q F بنفس طريقة التفكير السابقة نستطيع أن نقول أن ،
)الاقتضاء الشرطي ىو صحيح في ىذه الحالة أي  )  p q T . 

pيمكن البرىان عمى أن الفرضية الشرطية  q تكافئ الفرضية p q   أي أنp q p q    من أجل ذلك
 لننشئ جدول الحقيقة لكل من الفرضيتين:
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 p q  p q   p  q  p  
T  T  F  T  T  
F  F  F  F  T  
T  T  T  T  F  
T  T  T  F  F  

 
pوبملاحظة القيم المنطقية في العمودين الأخيرين، نستنتج التكافؤ المنطقي بين الفرضيتين  q وp q . 

pمن الفرضية الشرطية  q:يمكن تشكيل الفرضيات الشرطية الجديدة التالية ، 
qالفرضية  .1 p  والتي نسمييا مقموبconverse  الفرضيةp q 
qالفرضية  .2 p  نسمييا النفي الإيجابي  والتيcontrapositive  لمفرضيةp q 
pالفرضية  .3 q   والتي نسمييا معكوسinverse  الفرضيةp q 

qيمكن تبيان أن النفي الإيجابي  p   لمفرضيةp q  والفرضيةp q  ليما نفس قيم الحقيقة، أي أنيما
 متكافئتان منطقياً:

q p q p p q p q          
تأتي أىمية النفي الإيجابي لمفرضية الشرطية من كونو مكافئ منطقياً لمفرضية الشرطية، وفي كثير من الأحيان يكون 

 أسيل من التعامل مع الفرضية الشرطية. التعامل مع النفي الإيجابي
الفرضية الشرطية وعكسيا غير متكافئان منطقياً. وكذلك الأمر بالنسبة الفرضية الشرطية ومقموبيا فيما غير : 1ملاحظة 

 متكافئان منطقياً أيضاً.
 عكس الفرضية الشرطية ومقموبيا متكافئان منطقياً.: 2ملاحظة 

 ومقموب وعكس الفرضية الشرطية " يفوز الفريق المضيف كمما كانت السماء تمطر؟"أوجد النفي الإيجابي : 13مثال 
 الحل: يمكن كتابة الفرضية الشرطية عمى النحو التالي: "إذا كانت السماء تمطر، فإن الفريق المضيف يفوز"، بالتالي:

 تمطر" النفي الإيجابي لمفرضية الشرطية ىو: "إذا لم يفز الفريق المضيف، فإن السماء لا
 مقموب الفرضية الشرطية ىو: "إذا فاز الفريق المضيف، فإن السماء تمطر"

 عكس الفرضية الشرطية ىو: "إذا كانت السماء لا تمطر، فإن الفريق المضيف لا يفوز"
 من الواضح أن النفي الإيجابي لمفرضية الشرطية ىو الوحيد المكافئ لمفرضية الشرطية الأصمية.

 biconditional statementsشرطية العبارات ثنائية ال
إذا وفقط إذا  p. نعرف الفرضية ثنائية الشرطية أو الاقتضاء ثنائي الشرطية "qو pليكن لدينا الفرضيتان : 11تعريف 

q "( p if and only if q p، ونرمز ليا الرمز ( q. 
pقيمة الحقيقة للاقتضاء q  تكون صحيحة عندما تكون قيم الحقيقة لكل منp وq ماثمة، وتكون خاطئة عندما مت

 متعاكسة كما ىو مبين في جدول الحقيقة. qو pتكون قيم الحقيقة لكل من 
pمن الملاحظ أن الاقتضاء  q  يكون صحيحاً عندما يكون كل من الاقتضاءين الشرطيينp q وq p 

 صحيحاً، ويكون خاطئا فيما عدا ذلك.
pكما أنو يوجد طرق أخرى لمتعبير عن الاقتضاء  q: 
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"p  ضروري وكاف لq "( p  is necessary and sufficient for q ). 
 

p q  q  p  
T  T  T  
F  F  T  
F  T  F  
T  F  F  

 
pيمكن البرىان عمى أن الفرضية ثنائية الشرطية  q :تكافئ ما يمي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q p q q p p q q p p q q p                 
)من أجل برىان  ) ( )p q p q q p        ننشئ جدول الحقيقة لكل من الفرضيتينp q و

( ) ( )p q q p    : 
 

p q      ( ) ( )p q q p    ( )p q  ( )p q  q   p  q  p  
T  T  F  T  F  F  T  T  
F  F  F  F  T  F  F  T  
F  F  F  F  F  T  T  F  
T  T  T  F  T  T  F  F  

 
)وبملاحظة القيم المنطقية في العمودين الأخيرين، نستنتج التكافؤ المنطقي بين الفرضيتين  ) ( )p q q p     و

p q. 
 ي تطبيق العمميات المنطقية بوجود الفرضيات الشرطية كما يبينو الجدول التالي:يتم تحديد الأولويات ف

 
 العممية الأولوية

1   
2   
3   
4  
5  
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الجدولين التاليين عمى بعض التكافؤات اليامة لمفرضيات المركبة والتي تحوي عمى الفرضيات الشرطية )الجدول يحتوي 
 .الأول( والفرضيات ثنائية الشرطية )الجدول الثاني(

 
p q p q    
p q q p    
p q p q    

( )p q p q    
( )p q p q      

( ) ( ) ( )p q p r p q r       
( ) ( ) ( )p r q r p q r       
( ) ( ) ( )p q p r p q r       
( ) ( ) ( )p r q r p q r       

 
( ) ( )p q p q q p      

p q p q    
( ) ( )p q p q q p        

( )p q p q     
 

 applications of propositional logicتطبيقات المنطق الفرضي 5.1. 
 logic and bit operationsالمنطق والعمميات الأساسية 

)صفر( لتمثيل  0والبت ىو رمز يأخذ أحد القيمتين:   bit.يتم تمثيل المعمومات عمى أجيزة الكمبيوتر باستخدام البت
نسمي المتحول الذي يأخذ أحد القيمتين صحيح  . true)واحد( لتمثيل الحالة الصحيحة 1و falseالحالة الخاطئة 

 بالمتحول البولياني. وبالتالي يمكن تمثيل المتحول البولياني باستخدام بت واحد. falseأو خطأ  true)صواب( 
 

 قيمة الحقيقة بت
1 T  
0  F  
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)في جدول الحقيقة لمعمميات الأساسية  0والقيمة الخاطئة ب  1باستبدال القيمة الصحيحة ب  , , )    نحصل عمى
 الجدول التالي:

 
x y  x y   y   x  y  x  

1 1 0  0  1 1 
0  1 1 0  0  1 
0  1 0  1 1 0  
0  0  1 1 0  0  

 
)لمعمميات الأساسية  NOT, AND, ORيتم استخدام الرموز  , , )   

 logic circuitsالدارات المنطقية 
,1تستقبل الدارة المنطقية )الرقمية( إشارات الدخل   2,  ,  p p pn( وتولد 0أو  1، وكل منيا عبارة عن بت واحد ،)

إشارات خرج 
1 2,  ,  ,  ns s s ىنا عمى الدارات المنطقية التي ليا إشارة خرج ، كل منيا عبارة عن بت أيضاً. يتم التركيز

 واحدة.
 ، كما ىو مبين في الشكل أدناه:gatesيمكن بناء الدارات الرقمية المعقدة من ثلاث دارات أساسية، تدعى بوابات 

 .xوخرجيا البت  x، التي يكون دخميا البت  NOTالعاكس، أو بوابة .1
x)كل منيا بت( وخرجيا الإشارة  yو xوالتي يكون دخميا الإشارتين  ORالبوابة "أو"  .2 y. 
x)كل منيا بت( وخرجيا الإشارة  yو xوالتي يكون دخميا الإشارتين  ANDالبوابة "و"  .3 y. 

 

 :14مثال 

 
  

x 
y 

NOT Gate AND Gate OR Gate 

x ∼x x ∧ y x 
y x ∨ y 

y 

z 

x 

∼y 

∼z 

x ∧ ∼y 
(x ∧ ∼y) ∨ ∼z 
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 constructing new logical equivalencesبناء تكافؤات منطقية جديدة 
ثمة يمكن استخدام التكافؤات الأساسية التي وجدناىا في الجداول السابقة في بناء تكافؤات منطقية جديدة، كما تبينو الأم

rو pمتكافئان منطقياً، عندئذ يكون  rو qكان متكافئان منطقياً و  qو pالتالية، حيث نستخدم حقيقة أنو إذا كان 

 متكافئان منطقياً.
)بين أن  :15مثال  ( ))p p q    وp q   .ًمتكافئان منطقيا 
 الحل:

( ( ))p p q     ( ))p p q      قانون دومورغان الثاني  
( ( ) ))p p q       قانون دومورغان الأول  
( )p p q     قانون النفي المزدوج   

( ) ( )p p p q        قانون التوزيع الثاني 
( )F p q        ∼p ∧ p ≡ F 

( )p q F      تبديمية   
p q    قانون التطابق    

)وبالتالي فإن  ( ))p p q    وp q   .ًمتكافئان منطقيا 
)بين أن  :16مثال  ) ( )p q p q   ىي الفرضية الكمية 
 الحل:

( ) ( )p q p q    ( ) ( )p q p q     التكافؤ الشرطي  
( ) ( )p q p q       قانون دومورغان الأول  
( ) ( )p p q q       قانون التجميعي والتبديمي الأول  
T T     
T    قانون الييمنة     

 
 predicates and quantifiersالإسناديات )القضايا( والمكممات 6.1. 

 predicatesالإسناديات 
يمكننا من دراسة القضايا المنطقية بشكل جيد ومعرفة صحتيا  عمى الرغم من أن منطق الفرضيات )المنطق الكلاسيكي(

 من خطئيا إلا أنو لا يوفر لغة غنية تمكننا من توصيف عدد لا بأس بو من المواضيع. عمى سبيل المثال:
  :العبارات التي تتضمن متحولات، أمثمة"   3",  "     3",  "     x x y x y z     
  الكمبيوتر"x رض لميجوم من قبل متطفّل".يتع 
  الكمبيوتر"x ."يعمل بشكل صحيح 

 .ىذه العبارات ليست صحيحة ولا خاطئة إذا لم يتم تحديد قيم المتحولات
في المغة الإنكميزية: ىي جزء من الجممة الذي يقوم بتوصيف الفاعل )إعطاء  predicateالإسنادية  :12تعريف 

ضافية عنو(، أي ىي عبارة عن كممات تصف لنا علاقة ما. أما في منطق الإسناديات: الإسنادية ىي عبارة معمومات إ
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( عندما نقوم statementتضم عدد منتيي من المتحولات، وتصبح الإسنادية فرضية )أو عبارة  sentenceعن جممة 
 بإسناد قيم محددة ليذه المتحولات.
، ويمثل Dونرمز لو  domainن تأخذ قيميا في مجموعة ما ندعوىا النطاق أو المجال والمتحولات في الإسنادية يمكن أ

 مجموعة القيم الممكنة لمتحولات الإسنادية.
العبارة. الجزء الثاني  subject، ىو فاعل xتحول " تتألف من جزأين. الجزء الأول الم3أكبر من  x العبارة السابقة "

 x" والتي تشير إلى خاصة يمكن لفاعل العبارة أن يممكيا. ىذا ويمكن أن نشير إلى العبارة "3ىو الإسنادية "أكبر من 
" ب 3أكبر من  P x ، حيث تشيرP  و3إلى الإسنادية "أكبر من "x عبارة عن المتحول. يقال عن العبارة P x 

، تصبح العبارةxعندما نعطي قيمة ما لممتحول  xعند  propositional function Pإنيا قيمة تابع الفرضيات 
 P x .)فرضية وليا قيمة منطقية )صحيحة أو خاطئة 
لتكن :17مثال  P x لمعبارة  ترمز"   3x  ما ىي قيمة الحقيقة لكل من . 4P و 2P؟ 
الحل:  4P 3  4ىي العبارة والتي قيمتيا المنطقية صحيحة، و 2P 3  2لعبارة ىي ا .والتي قيمتيا خاطئة 
لتكن  :18مثال  A x  ترمز إلى العبارة "الكمبيوترx  يتعرض لميجوم من قبل متطفّل"، وبفرض أنو من بين حواسب

يتعرضان حالياً لميجوم من قبل متطفّل. ما ىي قيمة كل من  1MATHو 2CSالجامعة فقط الحاسبين  1A CS و
 2A CS و 1A MATH؟ 

الحل: نحصل عمى العبارة  1A CS  1  بوضعx CS لعبارة "الكمبيوتر في اx  ،"يتعرض لميجوم من قبل متطفّل
لا يتعرض حالياً لميجوم من قبل متطفّل نستنتج أن القيمة المنطقية ل 1CSوبما أن الحاسب  1A CS  .ىي خاطئة

لكل من بنفس الأسموب نجد أن القيمة المنطقية  2A CS و 1A MATH .صحيحة 
"يمكن أن يكون لدينا عبارات تتضمن أكثر من متحول. عمى سبيل المثال العبارة      3"x y   والتي يمكن أن نرمز

ليا ب  ,  Q x y  حيث,  x y ي المتحولات وىQ  الإسنادية. عندما نُسند قيم إلى كل منx وyيكون لمعبارة ، 
 ,  Q x y .قيمة منطقية 

لتكن : 19مثال  ,  Q x y  ترمز لمعبارة"     3x y   ما ىي قيمة الحقيقة لكل من 1,  2Q و 3,  0Q؟ 
الحل:  1,  2Q  3  2  1ىي العبارة  والتي قيمتيا المنطقية خاطئة، و 3,  0Q 3  0  3ىي العبارة   والتي

 قيمتيا المنطقية صحيحة.
متحول  nبشكل عام، العبارة التي تحوي 

1 2,  ,  ,  nx x x  يرمز ليا ب 1 2,  ,  ,  nP x x x 
:   0   لتكن العبارة  :20مثال     1if x then x x  . 

في ىذه المرحمة من التنفيذ تعوض في تابع  xحاسوبي، فإن قيمة المتحول عند مصادفة ىذه العبارة في برنامج 
الفرضيات  P x  والتي ىي"   0x   فإذا كانت قيمة . P x  صحيحة من أجل القيمةx  المذكورة، عندىا يتم
:  "تنفيذ العبارة    1x x بالتالي فإن قيمة المتحول ،x  تزداد بمقدار واحد. أما إذا كانت قيمة P x  خاطئة من
:  "المذكورة، عندىا لا يتم تنفيذ العبارة  xأجل القيمة     1x x  أي قيمة ،x .لا تتغير 

 quantifiersالمكممات )المحددات( 
عندما نعطي قيم لممتحولات في تابع الفرضيات، تصبح العبارة الناتجة فرضية وليا قيمة منطقية ما. عمى أية حال يوجد 

ابع الفرضيات. يعبر التكميم عن المجال الذي تكون لإنشاء فرضية من ت quantificationطريقة أخرى تدعى التكميم 
 فيو الإسنادية صحيحة عمى كمية من العناصر.
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)لا  none)كثير(،  many)بعض(،  some)كل(،  allفي المغة الإنكميزية يتم استخدام الكممات التالية في التكميم: 
 )قميل(. fewأحد(، 

والتكميم الوجودي  universal quantificationم )الشامل( سنسمط الضوء عمى نوعين من التكميم: التكميم العا
existential quantification. 

 universal quantifierالمكمم العام 
التكميم العام ل  :13تعريف  P x  :ىي العبارة"for every (all) x ,  P x  is true"  من أجل كل قيم ل"x 

فإن  P x  صحيحة". يتم استخدام الرمز  x P x  ىنا نسمي الرمز بالمكمم العام. عنصر واحد من أجمو 
 P x عوه مثال عكسي تكون خاطئة ندcounterexample  ل  x P x. 
لتكن : 21مثال  P x  ىي العبارة"   1  x x ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم .   x P x حيث المجال ىو ،

 الأعداد الحقيقية؟
الحل: بما أن  P x  صحيحة عمى كل عدد حقيقيxبالتالي التكميم ،   x P x .يكون صحيح 

لتكن : 22مثال  Q x  ىي العبارة""   2x م . ما ىي قيمة الحقيقة لمتكمي  x Q x حيث المجال ىو الأعداد ،
 الحقيقية؟
الحل:  Q x  ليست صحيحة عمى كل عدد حقيقيx عمى سبيل المثال ، 3Q  3  خاطئة. ىكذاx   عبارة عن

 لمعبارة مثال عكسي  x Q x بالتالي التكميم   x Q x .يكون خاطئ 
ولتكن  Dعندما يمكن سرد كافة عناصر المجال  :3ملاحظة 

1 2,  ,  ,  nx x xفإن قيمة الحقيقة لمتكميم ، 
  x P xيا قيمة عبارة الضم ىي نفس     1 2 nP x P x P x  لأن الضم صحيح إذا وفقط إذا كانت قيم ،

جميع العبارات      1 2,  ,  ,  nP x P x P x .صحيحة 
لتكن  :23مثال  P x  ىي العبارة" 2  10"x   ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم  x P x حيث المجال ىو الأعداد ،

 ؟4الصحيحة الموجبة التي لا تتجاوز العدد 
الحل: العبارة   x P x  تكافئ علاقة الضم       1 2 3 4P P P P    لأن المجال يتضمن الأعداد

,1الصحيحة   2,  3, ن . بما أ4  4P 10  42"، والتي ىي العبارة"  ىي خاطئة، بالتالي  x P x .ىي خاطئة 
) 2ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم  :24مثال  )x x x حيث المجال ىو الأعداد الحقيقية؟ وما ىي قيمة الحقيقة لمعبارة ، 

 المذكورة إذا كان المجال ىو الأعداد الصحيح؟
2الحل:    xx  إذا وفقط إذا كان 2  –      1 0x x x x   2. بالتالي   xx   0إذا وفقط إذا كانx  أو 

1x  2لتكميم العام ينتج من ذلك أن قيمة ا ( )x x x  عداد الحقيقية )لأن  ىي خاطئة عندما يكون المجال ىو الأ
1x    0حيث  xالمتراجحة خاطئة من أجل كافة الأعداد الحقيقية   بينما إذا كان المجال ىو الأعداد .)

) 2يم العام الصحيحة، فإن قيمة التكم )x x x   ىي صحيحة )لأنو لا يوجد ولا عدد صحيحx  ضمن المجال حيث
0    1x .) 

 existential quantifierوجودي الالمكمم 
التكميم الوجودي ل : 14تعريف  P x :ىي العبارة 

"there exists a value for x in the domain such that P(x) is true"  يوجد قيمة ل"x  في المجال تجعل
 P x  صحيحة". يتم استخدام الرمز  x P x  ىنا نسمي الرمز  دي.بالمكمم الوجو 
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لتكن : 25مثال  P x  ىي العبارة"   3"x  ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم .  x P x حيث المجال ىو الأعداد ،
 الحقيقية؟

4x  أحياناً صحيحة )عمى سبيل المثال  "x > 3"الحل: بما أن العبارة   وبالتالي فإن التكميم ،)  x P x  يكون
 صحيح.
لتكن : 26مثال  Q x  ىي العبارة"     1"x x  ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم .  x Q x حيث المجال ىو ،

 الأعداد الحقيقية؟
الحل: بما أن  Q x  خاطئة عمى كل عدد حقيقيxبالتالي التكميم ،   x Q x .يكون خاطئ 

ولتكن  Dعندما يمكن سرد كافة عناصر المجال  :4ملاحظة 
1 2,  ,  ,  nx x xكميم، فإن قيمة الحقيقة لمت 

  x P x  ىي نفسيا قيمة عبارة الفصل     1 2 nP x P x P x ،  لأن الفصل صحيح إذا وفقط إذا كانت
قيمة واحدة عمى الأقل من العبارات      1 2,  ,  ,  nP x P x P x .تكون صحيحة 

لتكن : 27مثال  P x  2ىي العبارة"   10"x   ما ىي قيمة الحقيقة لمتكميم  x P x حيث المجال ىو الأعداد ،
 ؟4الصحيحة الموجبة التي لا تتجاوز العدد 

الحل: العبارة   x P x  تكافئ علاقة الفصل       1 2 3 4P P P P   لمجال ىو لأن ا 1,  2,  3,  4 بما  .
أن الفرضية  4P 4"2، والتي تمثل العبارة   10"  ىي صحيحة، بالتالي نستنتج أن الفرضية  x P x  ىي

 صحيحة.
 negating quantified expressionsنفي العبارات المكمّمة 

التي ىي تكميم عام " ة "كل طلاب الرياضيات من الذكورلتكن الفرضي  x P x  حيث P x " ترمز لx  ."ذكر
ات من نفي ىذه العبارة ىي "ليس كل طلاب الرياضيات من الذكور" وتكافؤىا "يوجد عمى الأقل طالب واحد رياضي

الإناث" والتي ىي تكميم وجودي  x P x . 
مما سبق نستنتج التكافؤ التالي:     x P x x P x   . 

لتكن الفرضية "يوجد عمى الأقل طالب رياضيات واحد عمى الأقل شعره خرنوبي" التي ىي تكميم وجودي   x P x 
حيث  P x " ترمز لx غير خرنوبي" والتي ىي تكميم  خرنوبي". نفي ىذه العبارة ىي "كل طلاب الرياضيات شعرىم
 عام x P x   

مما سبق نستنتج التكافؤ التالي:     x P x x P x   . 
 انين دومورغان التي يتم تمخيصيا في الجدول التالي:نسمي قواعد النفي لممكممات بقو 

 
 النفي العبارة المكافئة متى يكون النفي صحيحا   متى يكون النفي خاطئا  

 P x  صحيح من أجل أيx   يوجدx  من أجميا يكون P x 
 خاطئاً 

 x P x    x P x 

من أجميا يكون  xيوجد  P x 
 صحيحاً 

x ،من أجل أي  P x خاطئ.  x P x     x P x   
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 ما ىو نفي العبارة التالية: "كل الأمريكان يأكمون اليمبرغر"؟: 28مثال 
الحل: ليكن  H x " يرمز إلىx  يأكل اليمبرغر". بالتالي يُرمز لمعبارة "كل الأمريكان يأكمون اليمبرغر" ب

  x H x حيث يتكون المجال من كل الأمريكان. نفي العبارة المذكورة ىو ،  x H x والمكافئة ل ،
 x H x   ىذا النفي يمكن التعبير عنيا بطرق مختمفة، "بعض الأمريكان لا يأكمون اليمبرغر" أو "يوجد أمريكي لا

 غر".يأكل اليمبر 
ما ىو نفي العبارة :29مثال  2   x x x   ؟ والعبارة 2   2x x ؟ 

الحل: نفي العبارة  2   x x x   ىو العبارة 2   x x x   والمكافئة ل 2   x x x    والتي يمكن
) 2 كتابتيا أيضاً  )x x x . 
نفي العبارة  2   2x x   ىو العبارة 2   2x x    والمكافئة ل 2   2x x    ًوالتي يمكن كتابتيا أيضا

2 ( 2)x x  
 لمجال.قيم الحقيقة لمعبارتين يعتمدان عمى ا

بين أن : 30مثال     ( )x P x Q x  و    ( )x P x Q x   .ًمتكافئان منطقيا 
الحل: باستخدام قانون دومورغان لممكمم العام،     ( )x P x Q x  و    ( ( ))x P x Q x    متكافئان

)منطقياً. باستخدام التكافؤ  )p q p q      ينتج أن    ( ( ))x P x Q x    يكافئ
    ( )x P x Q x    أي أن    ( )x P x Q x   يكافئ    ( )x P x Q x  . 

 
 introduction to proofsمدخل إلى البراهين  .2

 )عبارة رياضية( بيَّن المطموب برىنتوىو خطوات تسنقوم بتوصيف بعض الطرق المستخدمة في بناء البراىين. البرىان 
. مثال م بصحتيا بدون برىانرياضية أساسية مسمّ )تعابير  axiomsوالبديييات وتتم باستخدام النظريات المبرىنة سابقاً  

عمى ذلك مسممات الأعداد الحقيقية ومسممات الأعداد الصحيحة الموجبة ومسممات ىندسة المستوي( والتعاريف. طرق 
نما ليا تطبيقات مختمفة في عموم الحاسب. تتضمن البرىان  ىذه ليا أىمي كبيرة ليس فقط لبرىان النظريات الرياضية وا 

 ىذه التطبيقات التحقق من صحة البرمجيات وأنظمة التشغيل.
 

 direct proofالبرهان المباشر 1.2. 
pيتم بناء البرىان المباشر لفرضية شرطية  q فتراض أن باp  صحيحة وىي الخطوة الأولى، تمييا خطوات استخدام

بالإضافة إلى استخدام البديييات والتعاريف والنظريات المثبتة سابقاً، والخطوة الأخيرة تبيان  inferenceقواعد الاستدلال 
 صحيحة )النتيجة(. qأن 

2n  بحيث  kزوجي إذا وجد عدد صحيح  nكون العدد ي :15تعريف  k ويكون العدد فردي إذا وجد عدد صحيح ،
k  2  بحيث   1n k  ونقول عن عددين صحيحين أنيما متكافئان .parity  ًإذا كانا معاً زوجيين أو كانا معا

عدد زوجي  10فرديين. عمى سبيل المثال العدد  10  2 5x عدد فردي  9، والعدد 9  2 4  1x  
ما فردي، أي : 5ملاحظة  أنو لا يمكن لعدد صحيح أن يكون زوجي وفردي في آن أي عدد صحيح ىو إما زوجي وا 

 واحد.
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 عدد فردي. 2nعدد فردي فإن  nأثبت أنو إذا كان  :31مثال 
الحل: من الواضح أن ىذه النظرية تعبر عن     ( )n P x Q x   حيث P n "n عدد صحيح فردي" و Q n 

"2n  عدد فردي". بداية نفرض أن فرضhypothesis  العبارة الشرطية ىو صحيح، أي أنn  عدد فردي. وىذا يعني
2  بحيث  kحسب التعريف أنو يوجد عدد صحيح    1n k  2. نريد الآن تبيان أنn  فردي أيضاً. بتربيع الطرفين

 نحصل عمى:
22 2 22 1 4 4 1 2 2 2 1n k k k k k 

 ىو عدد فردي. 2nومن تعريف العدد الفردي أيضاً نستنتج أن 
n  2بحيث  kإذا وجد عدد صحيح  perfect squareأنو مربع كامل  nنقول عن عدد صحيح : 16ف تعري k 

,1عمى سبيل المثال الأعداد   4,  9,  16,  25,   .ىي أعداد مربعات كاممة 
 يكون مربع كامل أيضاً. mnمربع كامل فإن  nو mان كل من أثبت أنو إذا ك: 32مثال 

 بحيث t و sددين صحيحين مربع كامل. من تعريف المربع الكامل ينتج أنو يوجد ع nو mالحل: بفرض أن كل من 
2  m s 2و  n t المطموب الآن برىان أن .mn  :مربع كامل. بضرب العددين ينتج

 
22 2      mn s x t st الكامل ينتج أن . من تعريف المربع mn .مربع كامل 
 

 proof by contrapositionالبرهان بالنفي الإيجابي 2.2. 
pيستخدم البرىان بالنفي الإيجابي خاصة التكافؤ المنطقي بين الفرضية الشرطية  q  ونفييا الإيجابيq p  ،

p: أي q q p    نفترض أنq  صحيحة وىي الخطوة الأولى، تمييا خطوات استخدام قواعد الاستدلال
inference  بالإضافة إلى استخدام البدييياتaxioms  والتعاريف والنظريات المثبتة سابقاً، والخطوة الأخيرة تبيان أن

p .)صحيحة )النتيجة 
3عدد صحيح و nأثبت أنو إذا كان : 33مثال    2n   فردي، عندئذn .فردي 

3الحل: لنحاول فيما إذا بالإمكان استخدام البرىان المباشر. بفرض أن    2n   عدد فردي، بالتالي يوجد عدد صحيح
k  3بحيث   2  2   1n k   3، عندئذ   2  1n k  من الواضح أنو من ىذه المعادلة لا يمكن استنتاج .n 

 فردي.
3عدد زوجي فإن  nطية "إذا كان باستخدام برىان النفي الإيجابي تصبح العبارة الشر    2n   "ًزوجي أيضاn  زوجي

2n  بحيث  kيعني وجود عدد  k 3، بتعويض ذلك في المعادلة   2n  تج:ين 
   3   2  3 2  2  6   2  2 3   1n k k k        3أي أن   2n   عدد زوجي حسب التعريف. وبما أن

 النفي الإيجابي صحيح بالتالي العبارة الشرطية الأصمية صحيحة لأنيما متكافئتان.
n  أثبت أنو إذا كان : 34مثال  ab حيث ،a وb  عددان صحيحان موجبان، عندىاa n   أوb n. 

pالحل: إن العبارة الشرطية السابقة ىي من الشكل  q حيث ،p  ىي"   n abو,  a b عددان موجبان" وq 
)ىي " ) ( )a n b n   والنفي الإيجابي ليا ، حيث "q " ىو( ) ( )a n b n   حسب( "

abىو " pدومورغان( و n الآن نفرض أن القضية ."q  صحيحة أيa n وb n بضربيما .
ab   نحصل عمى  n  أيab n بالتالي ،p .صحيحة 
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q p   صحيحة بالتاليp q .صحيحة 
 

 proofs by contradictionالبرهان باستخدام نقض الفرض 3.2. 
pبحيث  q. بفرض أننا استطعنا إيجاد تناقض pبفرض أننا نريد إثبات صحة العبارة  q   تكون صحيحة، وبما

p خاطئة و qأن  q   صحيحة نستنتج أنp  ىي خاطئة وبالتاليp .تكون صحيحة 
البرىان باستخدام نقض الفرض لا يثبت النتيجة بشكل مباشر، بالتالي ىذا النوع من البرىان يعتبر  بما أن :6ملاحظة 

 برىان غير مباشر.

aىو عدد غير نسبي )أي لا يمكن كتابتو عمى الشكل  2أثبت أن العدد  :35مثال 

b
عددان  bو a، حيث 

)صحيحان و 0b . 
عدد نسبي. الآن سنبرىن أن  2صحيحة، أي أن  pىو عدد غير نسبي". نفرض أن  2الحل: لتكن الفرضية "

 رض يؤدي إلى تناقض.ىذا الف

0bو aعدد نسبي، بالتالي يوجد عددين صحيحين  2   2بحيث
a

b
 وa

b
بالشكل المختزل )لا يوجد عوامل  

(. بتربيع الطرفين نحصل عمى bو aمشتركة بين كل من 
2

2
2

a

b
 2، بالتالي 22b a من تعريف العدد الزوجي .

عدد  2nعدد فردي فإن  n: إذا كان 31عدد زوجي )مثال  aعدد زوجي، بالتالي  2aعدد زوجي.  2aينتج أن 
 cعدد زوجي يعني وجود عدد صحيح  a عدد زوجي( nعدد زوجي فإن  2nفردي بالتالي نفي ذلك ىو إذا كان 

2a  بحيث c 2. بالتعويض نحصل عمى 22 4b c 2ينتج  2، بالقسمة عمى 22b c  2بالتاليb  عدد زوجي
 عدد زوجي أيضاً. bومنو 

2الفرض 
a

b
 أنتج كل من a وb  يقسم كل من  2زوجي بالتاليa وb فرض. مما سبق وىذا مناقض لمp 

 ىو عدد غير نسبي. 2صحيحة، أي  pخاطئة وبالتالي 
3و عدد صحيح  nأثبت باستخدام نقض الفرض أنو إذا كان  :36مثال    2n   فردي، عندئذn .فردي 

p "3 الحل: لتكن    2n  فردي" وq "n  فردي". بفرض أنp وq  3صحيحتان، أي أن   2n  فردي وn 
2n  بحيث  kزوجي يعني وجود عدد صحيح  nليس فردي أي زوجي.  k 3عويض في بالت   2n   نحصل

عمى:   3   2  3 2   2  6  2  2 3   1n k k k        3وىذا يعني أن   2n   ىي خاطئة زوجي و
3 )يناقض الفرض(، بالتالي   2n  .فردي 

 proofs of equivalenceبرىان التكافؤ 
pالشكل  من أجل إثبات عبارة ثنائية الشرط من q نبين أن كل من ،( )p q و( )q p  صحيحة، لأنو وكما

)نعمم أن  ) ( )p q p q q p    . 
 فردي". 2nفردي إذا وفقط إذا كان  nعدد صحيح، عندئذ  nأثبت أن "إذا كان  :37مثال 
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pالحل: ىذه النظرية ىي من الشكل  q  حيثp "n عدد فردي" وq "2n "إذن نحن بحاجة لبرىان عدد فردي .
)صحة كل من  )p q و( )q p القضية  31. برىنا في المثال( )p q بالتالي بقي عمينا برىان صحة ،

)الفرضية  )q p " إذا كان أيn 2يح، وعدد صحn  عدد فردي فإنn ."عدد فردي 
ي يوجد عدد زوجي بالتال n عدد زوجي" 2nعدد زوجي بالتالي  nلنبرىن ذلك باستخدام النفي الإيجابي أي برىان "

2n  بحيث  kعدد صحيح  k  بتربيع الطرفين نحصل عمى   
22 2 2 2   4  2 2n k k k    وىذا يعني أن

2n .عدد زوجي 
في بعض الأحيان يكون لدينا العديد من الفرضيات المتكافئة 

1 2 np p p   أي أنو من أجل كلi وj 
1حيث  i n  1و j n   فإن

ip وjp :متكافئة. أحد الطرق المستخدمة في برىان ذلك ىو 
1 2 1 2 2 3 1( ) ( ) ( )n np p p p p p p p p         

 متكافئة: nأثبت أن العبارات التالية عن العدد الصحيح : 38مثال 
1. 1p :n عدد زوجي 
2. 2p :  1n  عدد فردي 
3. 3p :2n عدد زوجي 

الحل: من أجل برىان أن العبارات الثلاث السابقة متكافئة عمينا تبيان صحة الفرضيات الشرطية التالية: 
1 2p p و

2 3p p و
3 1p p 

لتبيان نستخدم البرىان المباشر 
1 2p p بفرض أن .n  2  عدد زوجي فإنn k  حيثk  عدد صحيح. بالتالي

فإن  –  1  2  1  2  1   1n k k      بالتالي العدد –  1n .فردي 
لبرىان المباشر لتبيان نستخدم أيضاً ا

2 3p p  بفرض أن –  1n  فردي فإن –  1  2   1n k   حيثk  عدد
2  صحيح. أي أن    2n k وىكذا بتربيع الطرفين نحصل عمى ،

   
22 2 2 2   2   4   8   4  2 2   4   2n k k k k k         2بالتاليn .زوجي 

أمل لتبيان 
3 1p p  فإننا نستخدم برىان النفي الإيجابي. أي أنو إذاn  2عدد فردي فإنn  فردي أيضاً وكنا برىنا

 .31ذلك في المثال 
 

 exhaustive proof and proof by casesل والبرهان بالحالات البرهان الشام4.2. 
يعتمد ىذا النوع من البرىان عمى قاعدة الاستدلال التالية: من أجل برىان الفرضية الشرطية والتي تأخذ الشكل

1 2 (   )np p p q   :وباستخدام الفرضية الكمية 
1 2 1 2[( ) ] [( ) ( ) ( )n np p p q p q p q p q          

pن لبرىان صحة العبارة الشرطية إذن في بعض الأحيا q 1، من المناسب استخدام الفصل 2 np p p   بدلًا
1و pكفرض لمعبارة الشرطية، حيث  pمن  2 np p p  .ًمتكافئان منطقيا 

 exhaustive proofالشامل  البرىان
، حيث يتم التحقق من كافة الحالات الممكنة )عادة عدد منتيي محدود(، حيث casesالبرىان الشامل ىو برىان حالات 

 تتضمن كل حالة تتحقق من مثال وحيد.
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)3: أثبت أن 39مثال    1) 3nn   إذا كانت ،n 4موجب  عدد صحيحn . 
)3الحل: نحتاج إلى التحقق من المتراجحة    1) 3nn   1  عندما يكون,  2,  3,  4n . 

1n  من أجل    لدينا 
3 11  1   8 3   3   . 

2n  من أجل    لدينا 
3 22  1   27 3   9   . 

3n  من أجل    لدينا 
3 33  1  64 3  27   . 

4n  من أجل    لدينا 
3 44  1 125 3  81   . 

بالتالي العلاقة  
3

  1 3nn    4صحيحة من أجلn . 
 proof by casesبالحالات البرىان 

 البرىان بالحالات يجب أن يغطي كل الحالات الممكنة التي يمكن أن تنشأ في النظرية. يجب
 في البرىان بالحالات يجب دائماً التأكد من تغطية كافة الحالات الممكنة.: 7ملاحظة 

2nأثبت أن  :40مثال  n حيث ،n .عدد صحيح 
0n  حالات:  3الحل: يمكننا برىان صحة العلاقة من أجل   1وn  1)الأعداد الموجبة( وn    الأعداد(

 السالبة(.
0n   : عنما تكون1الحالة   ،20  0 0  2. بالتاليn n  0  صحيحة من أجلn . 
1n: عنما تكون 2الحالة   1، بضرب المتراجحةn   بالعدد الموجبn  2نحصل عمىn n 2. بالتاليn n 

1nصحيحة من أجل  . 
1n: عنما تكون 3الحالة    2. بما أن 0n  2، ينتجn n  2بالتاليn n  1صحيحة من أجلn  . 

2nبالتالي وبما أن المتراجحة  n  صحيحة من أجل الحالات الثلاث، يمكننا الاستنتاج بأنو إذا كانn  ،عدد صحيح
2nعندئذ  n. 
xy  أثبت أن  :41مثال  x yحيث ، ,  x y  عددان حقيقيان. )تذكر أن القيمة المطمقةa  لمقيمةa تساوي ،a 

0aمن أجل    وتساوي–a  0  من أجلa ) 
2)غير سالبان،  yو xكلا  (1)حالات مختمفة:  4الحل: نحتاج من أجل برىان ذلك إلى تمييز  ) x غير سالبة و

y  ،3)سالبة ) x سالبة وy  ،4)غير سالبة 1ب سالبان. نرمز  yو xكلا  ( 2 3 4,  ,  ,  p p p p  لمفرضيات التي
 تعبر عن كل حالة من الحالات الأربع:

غير سالبان، من الواضح أن  yو x: كلا 1الحالة 
1p q  0لأنxy   0عندماx   0وy بالتالي ،

    xy xy x y . 
سالبة، لكي نبين أن  yغير سالبة و x: 2الحالة 

2p q 0، نلاحظ أنxy   0عندماx   0  وy بالتالي ،
      xy xy x y x y    . 

3pغير سالبة، لكي نبين أن  yسالبة و  x: 3الحالة  q 0، نلاحظ أنxy   0  عندماx  0وy  بالتالي ،
       xy xy x y x y    . 

4pسالبة، لكي نبين أن  yسالبة و x: 4الحالة  q 0  ، نلاحظ أنxy  0  ما عندx  0  وy  بالتالي ،
        xy xy x y x y     . 
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xy  بما أن  x y ت الممكنة ، نستطيع الاستنتاج أنفي كل من الحالات الأربع والتي تشمل كافة الاحتمالا
  xy x y  ميما تكنx وy .قيمتان حقيقيتان 

2في الأعداد الصحيحة لممعادلة  yو xأثبت أن لا يوجد حمول ل  :42مثال  2  3   8x y . 
2بعض الحالات البسيطة القميمة وذلك لأن الحل: يمكننا اختزال البرىان إلى التحقق من    8x   3عندماx  و

23   8y   2عندماy  وىذا يُبقي الحالات عندما .x  2تساوي,  1,  0,  1,  2  وy  1تساوي,  0,  1 يمكننا .
,0ىي  2xملاحظة أن القيم الممكنة ل   1, ,0ىي  23yوالقيم الممكنة ل  4  ، بالتالي فإن أكبر قيمة ممكنة ل3 

2 2  3x y  2. وىذا يعني أنو من المستحيل أن يكون لممعادلة 7ىي 22  3   8x y   حمول لx  وy  أعداد
 صحيحة.

 forward and backward reasoningالاستدلال التقدمي والخمفي 
جميع البراىين التي رأيناىا حتى الآن تبدأ من البديييات والتعاريف والبراىين السابقة لبناء برىان باستخدام سمسمة من 
الخطوات تؤدي إلى النتيجة المرجوة. وىذا النوع من البراىين يسمى بالبرىان الأمامي )التقدمي(. ولكن في بعض 

 في )التراجعي(، كما يبينو المثال التالي:الحالات يتم استخدام البرىان الخم
والمعرف ب  yو xأثبت أن المتوسط الحسابي لعددين حقيقين موجبين مختمفين : 43مثال    / 2x y  أكبر من

 .xyالمتوسط اليندسي ليما والمعرف ب 
)الحل: من أجل برىان أن  ) / 2x y xy   من أجل عددينx وy  حقيقيين موجبين مختمفين، يمكننا العمل

 تراجعياً.
( ) / 2x y xy    

2( ) / 4x y xy    
2( ) 4x y xy   

2 22 4x xy y xy    
2 22 0x xy y    

2( ) 0x y   
)2بما أن  ) 0x y   عندماx y بالتالي المتراجحة الأخيرة صحيحة. بما أن جميع المتراجحات صحيحة ،
)بالتالي  ) / 2x y xy   عندماx y.الآن يمكننا عكس الخطوات لبناء برىان تقدمي . 

)2عددان حقيقيان موجبان مختمفان. بالتالي  yو xبفرض أن  ) 0x y   مربع عددين غير معدومين ىو عدد(
2 موجب(، وبما أن 2 2( ) 2x y x xy y    2، ىذا يؤدي إلى 22 0x xy y   بإضافة المقدار .

4xy  2إلى الطرفين نحصل عمى 22 4 4x xy y xy xy     2أو 22 4x xy y xy   بالتالي ،
2( ) 4x y xy  2صل عمى نح 4. بتقسيم الطرفين عمى( ) / 4x y xy  أخيراً بجذر الطرفين نحصل .

)عمى المطموب وىو  ) / 2x y xy . 
 counterexamplesالأمثمة العكسية 

وجدنا سابقاً أنو لتبيان أن العبارة من الشكل   x P x  ىي خاطئة، نحتاج إلى إيجاد مثال عكسي، أي إيجادx 
تكون  P x .من أجميا خاطئة 

ISSN: 2617-989X 23 



Discrete Mathematics – CH 1 

 أثبت أن العبارة التالية "كل عدد صحيح موجب يساوي مجموع مربعي عددين صحيحين( ىي خاطئة. :44مثال 
ث لا يساوي الحل: لتبان أن العبارة المذكورة خاطئة نبحث عن مثال عكسي، أي البحث عن عدد صحيح موجب بحي

عمى سبيل المثال لا يمكن كتابتو كذلك. بملاحظة أن الأعداد التامة التي لا  3مجموع مربعي عددين صحيحين. العدد 
. أي أن 1أو  0كمجموع عددين كل منيما  3ابة العدد . أي أنو لا يمكن كت1  12و 0  02ىي  3تزيد عن 

 الفرضية "كل عدد صحيح موجب يساوي مجموع مربعي عددين صحيحين" ىي خاطئة.
 mistakes in proofsأخطاء في البراىين 

شائعة التي يتم ارتكابيا أثناء البرىان. من بين ىذه الأخطاء الأكثر شيوعاً ىي أخطاء في ىناك العديد من الأخطاء ال
الحساب والجبر الأساسي. لذلك يجب الانتباه بحذر والتأكد من كل خطوه من خطوات البرىان الرياضي. تبين الأمثمة 

 التالية بعض ىذه الأخطاء:
 ؟2  1ما ىو الخطأ في البرىان التالي  :45مثال 

 عددان صحيحان موجبان متساويان bو a"البرىان": باستخدام الخطوات التالية، حيث 
 السبب     الخطوة

1.   a b     معطى 
2. 2   a ab     ضرب طرفي 1  بa 
3. 2 2 2 –     –  a b ab b    2طرحb  من طرفي 2. 
4.      –       –  a b a b b a b    تحميل طرفي 3 
5.     a b b     تقسيم طرفي  4  عمى –  a b 
6.  2   b b     تبديلa  بb  في 5  لأن  a b  
7. 2  1     يم طرفي تقس 6  عمىb 

–  عندما قسمنا طرفي المعادلة عمى 5الحل: كل خطوة من الخطوات السابقة صحيحة ما عدا الخطوة رقم   a b .
– الخطأ ىو     0a b  لمعادلة صحيحة في حال ضربنا أو قسمنا عمى أي عدد غير معدوم(.)تبقى ا 

 موجب أيضاً" nموجباً فإن  2nما ىو الخطأ في برىان صحة العبارة التالية: "إذا كان : 46مثال 
موجب أيضاً" صحيحة،  2nموجباً فإن  nما أن العبارة الشرطية "إذا كان عدد موجب. ب 2n"البرىان": بفرض أن 

 موجب. nيمكننا استنتاج أن العدد 
الحل: لتكن  P n " العبارةn وجب" وعدد م Q n " 2العبارةn  عدد موجب". عندىا يكون الفرض Q n  إن

موجب أيضاً" ىي  2nموجباً فإن  nالعبارة "إذا كان     ( )n P n Q n   من الفرض Q n والعبارة
      ( )n P n Q n   لا نستطيع استنتاج P n  لأننا لا نستخدم قاعدة صحيحة للاستدلال. بدلًا من ذلك ، ىذا

1n  مثال عمى عدم صحة الاستنتاج. مثال عكسي    2، حيث  1n   عدد موجب، بينماn .ىو عدد سالب 
 

 mathematical inductionالاستقراء الرياضي 5.2. 
بفرض أنو لدينا سمّم لا نيائي ونريد معرفة ما إذا كنا نستطيع الوصول إلى كل درجة )خطوة( من درجات ىذا السمّم. 

 نعرف أمرين اثنين:
 الوصول إلى الدرج الأول من السمم.بمكننا  .1
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 إذا تمكنا من الوصول إلى درج ما نستطيع الوصول إلى الدرج التالي. .2
 السؤال الذي يطرح ىنا: ىل يمكننا الاستنتاج بأنو يمكننا الوصول إلى أي درج من درجات السمم؟

ل من نعمم أننا نستطيع الوصول إلى الدرج الأو  (1)من 
السمم. من ناحية أخرى وبما أنو يمكننا الوصول إلى الدرج 

)الأول ومن  2 يمكننا الوصول إلى الدرج الثاني )لأن الدرج  (
2)الثاني ىو الذي يمي الدرج الأول(. بتطبيق  مرة أخرى  (

اني بالتالي يمكننا وبما أنو يمكننا الوصول إلى الدرج الث
الوصول إلى الدرج الثالث )لأن الدرج الثالث ىو الذي يمي 
الدرج الثاني(. بالاستمرار بيذه الطريقة يمكننا تبيان أنو 

الدرج الرابع، الخامس، ... الخ. عمى  يمكننا الوصول إلى
2)سبيل المثال، بعد استخدام  مرة، نعمم أنو يمكننا  100 (

من السمم. لكن ىل يمكننا الاستنتاج  101الوصول إلى الدرج 
بأننا قادرون عمى الوصول أي درج من أدراج السمم 
اللانيائي؟ الجواب نعم، ىذا الشيء يمكن التحقق منو 

 باستخدام تقنية برىان ىامة ندعوىا بالاستقراء الرياضي.
 mathematical inductionالاستقراء الرياضي 

بشكل عام، يمكن استخدام الاستقراء الرياضي لإثبات )برىان( العبارات التي تؤكد أن  P n  صحيحة من أجل كل
، حيث nالأعداد الصحيحة الموجبة  P n فرضيات. يتألف البرىان باستخدام الاستقراء الرياضي من جزأين  ىي تابع

 )خطوتين( أساسيين:
، حيث نبين أن basis stepخطوة الأساس  .1 1P .ىي صحيحة 
، إذا كانت k، نبين أنو من أجل كل عدد صحيح موجب inductive stepخطوة الاستقراء  .2 P k  صحيحة

فإن  1P k   صحيحة أيضاً، أو بمعنى آخر الفرضية الشرطية   1P k P k   ىي صحيحة من
 .kأجل كل عدد صحيح موجب 

 ، نفرض أنلإكمال خطوة الاستقراء من البرىان بالاستقراء الرياضي :8ملاحظة  P k  صحيحة من أجل عدد صحيح
وبين بعدىا أنو في ظل ىذا الافتراض، أن  kموجب كيفي  1P k   ،يجب أن تكون صحيحة. نطمق عمى الافتراض

 P k  صحيح، فرضية الاستقراءinductive hypothesis. 
عند الانتياء من الخطوتين في البرىان بالاستقراء الرياضي، نكون قد بينا أن : 9ملاحظة  P n  ىي صحيحة من أجل

كل الأعداد الصحيحة الموجبة، بمعنى آخر نكون قد بيّنا أن   n P n الأعداد  ىي صحيحة حيث التكميم عمى كافة
الصحيحة الموجبة. في خطوة الاستقراء بيّنا أن     ( 1 )k P k P k    ىي صحيحة، وأيضاً المجال ىو كافة

يا:  الأعداد الصحيحة الموجبة. تقنية البرىان ىذه يمكن نصُّ       ( 1  ( 1 ))  P k P k P k n P n    ،
 حيث المجال ىو كافة الأعداد الصحيحة الموجبة.

  

Step 1 

Step 2 

Step 3 

Step 4 

Step k 

Step k+1 

We can reach 

Step 1 

We can reach step 1 if 

we can reach step k 
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 examples of proofs by mathematicalن البراهين باستخدام الاستقراء الرياضيأمثمة م6.2. 
induction 

يوجد العديد من النظريات التي تؤكد أن  P n  ىي صحيحة من أجل كل الأعداد الموجبةn حيث ، P n  ىو تابع
ت. يمثل الاستقراء الرياضي أسموب لإثبات النظريات من ىذا النوع، أو بمعنى آخر يستخدم الاستقراء الرياضي فرضيا

لإثبات العبارات من الشكل   n P n حيث المجال ىو مجموعة الأعداد الموجبة. أي أنو يستخدم لإثبات طيف واسع ،
 جداً من النظريات.
 2proving summation formulaeع إثبات صيغ المجمو 

)عدد موجب، فإن:  nبرىن أنو إذا كان  :47مثال  1)
1 2 ...

2

n n
n


   . 

لتكن  الحل: P n  إلى   1الفرضية "مجموع الأعداد المتتالية منn  يساوي( 1)

2

n n ." 

خطوة الأساس: من الواضح أن الفرضية  1P  1)1ىي صحيحة لأن 1)
1

2


  1  )نعوضn   في العلاقة

 المطموب برىانيا(.

خطوة الاستقراء: من فرضية الاستقراء )نفرض أن  P k ينتج أن صحيحة )( 1)
1 2 ...

2

k k
k


   . 

لنبرىن أن  1P k   :صحيحة، أي
( 1)[( 1) 1] ( 1)( 2)

1 2 ... ( 1)
2 2

k k k k
k k

    
       

( 1) ( 1) 2( 1) ( 1)( 2)
1 2 ... ( 1) ( 1)

2 2 2

k k k k k k k
k k k

     
          

 بالتالي 1P k  .صحيحة 
ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn. 

 ، أي:2nعدداً من الأعداد الفردية يساوي  nعدد موجب، مجموع أول  nبرىن أنو إذا كان  :48مثال 
21 3 ... (2 1)n n    . 

الحل: لتكن  P n  الفرضية "مجموع أولn  2عدداً من الأعداد الفردية يساويn." 
خطوة الأساس: من الواضح أن  1P  21ىي صحيحة لأن 1  1  )نعوضn  .)في العلاقة المطموب برىانيا 

خطوة الاستقراء: من فرضية الاستقراء )نفرض أن  P k  21صحيحة( ينتج أن 3 ... (2 1)k k    . 
لنبرىن أن  1P k   :21صحيحة، أي 3 ... (2 1) (2 1) ( 1)k k k        

2 21 3 ... (2 1) (2 1) [1 3 ... (2 1)] (2 1) 2 1 ( 1)k k k k k k k                  
وبالتالي  1P k  .صحيحة 

ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn. 
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 يعطى بالعلاقة: rوأساسيا  aبرىن مجموع عدد منتيي من الحدود من متتالية ىندسية حدىا الأول : 49مثال 
1

2

0

... , 1
1

nn
j n

j

ar a
ar a ar ar ar r

r






      


 

الحل: لتكن  P n  الفرضية "مجموع أول 1n   حداً من متتالية ىندسية حدىا الأولa  وأساسياr  يعطى
 بالعلاقة:

1
2

0

... , 1
1

nn
j n

j

ar a
ar a ar ar ar r

r






      


 

خطوة الأساس:  0P  ىي صحيحة لأن
0 1 ( 1)

1 1

ar a a r
a

r r

  
 

 
0n  )الخطوة الأولى ىنا توافق    

 الموافق لدليل أول حد في السمسمة اليندسة(.
ة الاستقراء )نفرض أن خطوة الاستقراء: من فرضي P k :صحيحة( ينتج أن 

1
2 ...

1

k
k ar a

a ar ar ar
r

 
    


 

لنبرىن أن  1P k   :صحيحة، أي
2

2 1...
1

k
k k ar a

a ar ar ar ar
r


 

     


. 
1

2 1 1...
1

k
k k kar a

a ar ar ar ar ar
r


 

      


 

 ا يمي:ادة كتابة الطرف اليميني من المعادلة السابقة نحصل عمى مبإع
1 1 2 1 2

1

1 1 1 1

k k k k k
kar a ar a ar ar ar a

ar
r r r r

    
   

   
   

 

بالتالي  1P k  .صحيحة 
ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn. 
 proving inequalitiesإثبات المتراجحات 

2nn  ان المتراجحة استخدم الاستقراء الرياضي لبرى: 50مثال    من أجل أي عدد موجبn. 
لتكن  الحل: P n " 2  الفرضيةnn ." 

خطوة الأساس: من الواضح أن  1P  2  11ىي صحيحة لأن  2 . 
خطوة الاستقراء: من فرضية الاستقراء )نفرض أن  P k  2  صحيحة( ينتج أنkk . 

ولنبرىن أن  1P k   :صحيحة، أي  11   2kk  . 
2kk  ة إلى المتراجح  1بإضافة العدد    1وبملاحظة أن 2k :نحصل عمى 

  1  1   2   1 2  2  2.2  2k k k k kk          
بالتالي  1P k  .صحيحة 

ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn. 
2استخدم الاستقراء الرياضي لبرىان المتراجحة: 51ال مث  ! n n  4من أجل أي عدد موجبn . 
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!n  يقرأn  عاممي ويساوي  !  1 2   2.1.n n n n     24  4.3.2.1  !4عمى سبيل المثال  و
5!  5.4.3.2.1  120. . 

كما أن:      !      1 !    1    –  2 !  n n x n n x n x n      
لتكن  الحل: P n " 2الفرضية   !n n. 

خطوة الأساس:  4P  24  !4  24ىي صحيحة لأن . 
من فرضية الاستقراء نفرض أن خطوة الاستقراء:  P k  2صحيحة ينتج أن  !k k 4، من أجل أي عددk . 

ولنبرىن أن  1P k  :صحيحة، أي 12  1 !k k  . 
1k    2بملاحظة أن   :لدينا 

   12  2.2  2. !  1 !  1 !k k k k k k        
بالتالي  1P k  .صحيحة 

ينتج من ذلك أن  P n  4صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn . 
 proving divisibility resultsإثبات نتائج القسمة 

3الرياضي لبرىان أن استخدم الاستقراء : 52مثال   n n  من أجل أي عدد موجب  3قابل لمقسمة عمىn. 
لتكن  الحل: P n " 3 الفرضية  n n 3قابل لمقسمة عمى" 

خطوة الأساس: من الواضح أن  1P  31ىي صحيحة لأن –  1  0   3قابل لمقسمة عمى. 
خطوة الاستقراء: من فرضية الاستقراء )نفرض أن  P k  3صحيحة( ينتج أن  –  k k  من أجل  3قابل لمقسمة عمى

 .kعدد موجب كيفي 
ولنبرىن أن  1P k   :صحيحة، أي   

3
1 –  1k k   3قابل لمقسمة عمى 

           
3 3 2 3 2 1  –  1     3  3   1     1    –    3   k k k k k k k k k k            

ل الحد الأو  3 –  k k  حسب فرضية الاستقراء، والحد الثاني  3قابل لمقسمة عمى 23   k k 3يقبل القسمة عمى 
أي    

3
1 –  1k k   3يقبل القسمة عمى 

لتالي با 1P k  .صحيحة 
ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح موجبn. 

2استخدم الاستقراء الرياضي لبرىان أن : 53مثال  2 17   8n n   من أجل أي عدد صحيح غير  57قابل لمقسمة عمى
 .nسالب 
لتكن  الحل: P n " 2الفرضية 2 17   8n n   57قابل لمقسمة عمى" 

خطوة الأساس:  0P 0ىي صحيحة لأن 2 2.0 1 2 17  8  7  8  57       57قابل لمقسمة عمى. 
خطوة الاستقراء: من فرضية الاستقراء )نفرض أن  P k  2صحيحة( ينتج أن 2 17  8k k   من  57قابل لمقسمة عمى

 .kأجل عدد صحيح غير سالب كيفي 
ولنبرىن أن  1P k   :صحيحة، أي( 1) 2 2( 1) 17  8k k      57قابل لمقسمة عمى 

( 1) 2 2( 1) 1 3 2 3 2 2 2 1 2 2 1 7  8  7  8  7.7  8 .8   7.7  64.8k k k k k k k k                  
 2 2 1 2 1 7 7  8   57. 8k k k       
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الحد الأول  2 2 17 7  8k k   2حسب فرضية الاستقراء، والحد الثاني  57قابل لمقسمة عمى 157. 8 k   يقبل القسمة
)أي 57عمى  1) 2 2( 1) 17   8k k     57يقبل القسمة عمى. 

بالتالي  1P k  .صحيحة 
أن  ينتج من ذلك P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح غير سالبn. 

 mistaken proofs by mathematical inductionالبراىين الخاطئة بالاستقراء الرياضي 
لاستقراء الرياضي، كما وكما ىو الحال مع كل طريقة برىان، يوجد العديد من الفرص لارتكاب الأخطاء عند استخدام ا

 تبينو الأمثمة التالية:
، nأوجد الخطأ في برىان المبرىنة التالية باستخدام الاستقراء الرياضي: من أجل كل عدد صحيح موجب  :54مثال 

لدينا العلاقة التالية 
2

1

1
/ 2

2

n

i

i n


 
  
 

 . 

1n  ل خطوة الأساس: العلاقة صحيحة من أج . 

1kخطوة الاستقراء: بفرض أن العلاقة صحيحة من أجل    أي أن ،
2

1

1
/ 2

2

k

i

i k


 
  
 

 ولنبرىن صحتيا ،

1k  من أجل   أي ،
21

1

1
( 1) / 2

2

k

i

i k




 
   
 

. 

21
2

1 1

1 1
( 1) / 2 ( 1) / 2 ( 1)

2 4

k k

i i

i i k k k k k k


 

   
              

   
    

1
2 2

1

1 1
2 2 / 2 ( 2 1) ( 1) / 2

4 4

k

i

i k k k k k k




   
             
   

  

2 21
2

1

1 1 1
( 1) 2( 1) / 2 ( 1) / 2

2 2 2

k

i

i k k k




    
                

  

1n  الحل: من الواضح أن العلاقة السابقة غير صحيحة من أجل   .بالتالي خطوة الأساس خاطئة ،
1

1
n

i

i


 ،

بينما 
2

1 9
1 / 2

2 8

 
  

 
. 

1na  برىنة التالية باستخدام الاستقراء الرياضي: أوجد الخطأ في برىان الم :55مثال    من أجل كافة الأعداد غير
 عدد حقيقي غير معدوم. a، وحيث nالسالبة 

0خطوة الأساس:   1a  .صحيحة 
1ja  خطوة الاستقراء: بفرض أن   من أجل كل الأعداد الصحيحة غير السالبةj  بحيثj k :وبملاحظة أن 
1

1

. 1.1
1

1

k k
k

k

a a
a

a




  . 

ISSN: 2617-989X 29 



Discrete Mathematics – CH 1 

1kaالحل: من خطوة الاستقراء نرى أنو من الضروري أن يكون   1و 1ka    أيضاً. البرىان يفشل عندما نحاول

0k  )الموافقة ل  1aحساب   )
0 0

0 1

0 1

.a a
a

a




 1. في المقام ىناكa   والتي لا نعرف قيمتيا، إضافة إلى ذلك

يا مساوي لمواحد. أي أن لا يمكن أن تكون قيمت 0P  لا تؤدي إلى 1P. 
 strong inductionالاستقراء القوي 

عادة، نستخدم الاستقراء القوي في حال تعذر البرىان عمى فرضية ما بالاستقراء الرياضي. خطوات البرىان للاستقراء 
الرياضي مع اختلاف في خطوة الاستقراء )الخطوة الثانية(. في الاستقراء الرياضي نبين أنو القوي ىي نفسيا للاستقراء 

إذا كانت  P k  صحيحة فإن 1P k   صحيحة أيضاً. أما في الاستقراء القوي فإننا نبين أنو إذا كانت P j 
,1  أجل صحيحة من   2,  ,  j k   فإن 1P k  .ًصحيحة أيضا 

أي لإثبات )برىان( العبارات التي تؤكد أن  P n  صحيحة من أجل كل الأعداد الصحيحة الموجبةn حيث ، P n 
 ضيات، باستخدام الاستقراء القوي نتبع ما يمي:ىي تابع فر 

خطوة الأساس، حيث نبين أن  .1 1P .ىي صحيحة 
خطوة الاستقراء، نبين أن العبارة الشرطية  .2       [ 1 2 1 ]P P P k P k     ىي صحيحة من

 .kأجل كل عدد صحيح موجب 
 ء الرياضي والاستقراء القوي متكافئان.الاستقرا: 10ملاحظة 

 fibonacci numbersأعداد فيبوناتشي 
يتم تعريف أعداد فيبوناتشي 

0 1 2,  ,  ,  f f f   بالمعادلة العودية
1 2   n n nf f f   و

0   0f  و
1  1f  أي أن أي ،

 وي إلى مجموع العددين السابقين لو. تشكل متتالية فيبوناتشي الأعداد:عدد فيبوناتشي يسا
0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,... 

5  8  13عمى سبيل المثال   8  13  21و . 
 نحتاج في المثال اللاحق إلى ما يمي:

2
1 5 1 2 5 5 6 2 5 3 5 1 5 2 1 5

1
2 4 4 2 2 2

        
      

 
 

2
1 5 1 2 5 5 6 2 5 3 5 1 5 2 1 5

1
2 4 4 2 2 2

        
      

 
  

1نسمي المقدار  :11ملاحظة  5

2



  بالعدد الذىبيgolden number. 

1باستخدام الاستقراء القوي برىن أن  :56مثال  1 5 1 1 5

2 25 5

n n

nf
    

    
   

من أجل أي عدد  

 صحيح غير سالب.
الحل: لتكن  P n 0، حيث الفرضية بأن الصيغة المذكورة صحيحةn . 

خطوة الأساس: عمينا تبيان أن  0P و 1P .ىما صحيحتان 
0n  من أجل  :لدينا ، 
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0 0

0

1 1 5 1 1 5 1 1
0

2 25 5 5 5
f

    
       

   
 

1n  من أجل  :لدينا ، 

 
1 1

1

1 1 5 1 1 5 1 5 1 5 2 5
1

2 25 5 2 5 5 2 5
f

      
        

   
 

1kخطوة الاستقراء: ليكن    وبفرض أن P j  0صحيحة من أجل كل j k   1بما أنk بالتالي فإن ،
  1 0k   ل وبشكل خاص نكون قد فرضنا أن ك P k و 1P k  .صحيحتان 
لنبرىن أن  1P k  .صحيحة 
من العلاقة 

1 2   k k kf f f   :ينتج أن 
1 1

1

1 1 5 1 1 5 1 1 5 1 1 5

2 2 2 25 5 5 5

k k k k

kf

 



             
             
             

 

1 1

1

1 1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 25

k k k k

kf

 



           
           
         

 

1 1

1

1 1 5 1 5 1 5 1 5
1 1

2 2 2 25

k k

kf

 



           
           
         

 

1 2 1 2

1

1 1 5 1 5 1 5 1 5

2 2 2 25

k k

kf

 



           
         
         

 

1 1

1

1 1 5 1 5

2 25

k k

kf

 



     
     
     

 

بالتالي  1P k  .صحيحة 
ينتج من ذلك أن  P n  صحيحة من أجل أي عدد صحيح غير سالبn. 

ل مع طيف أكبر من المسائل. عمى وجو يمكننا تعديل الاستقراء القوي بشكل طفيف وذلك كي تستطيع أن تتعام
الخصوص ىذا التغيير مطموب في المسائل التي تكون فييا خطوة الاستقراء صحيحة فقط من أجل الأعداد الصحيحة 

الاستقراء القوي الذي  عدد صحيح موجب، شكل jعدد صحيح محدد و bالتي ىي أكبر من عدد صحيح ما. ليكن 
نحتاجو يخبرنا بأن الفرضية  P n  ىي صحيحة من أجل كل الأعداد الصحيحةn  حيثn b. 

خطوة الأساس، نبين أن  .1     ,  1 ,  ,  P b P b P b j   .كميا صحيحة 
العبارة الشرطية  خطوة الاستقراء، نبين أن .2       [ 1 1 ]P b P b P k P k      ىي صحيحة

kمن أجل كل عدد صحيح  b j . 
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ليرة أو أكثر يمكن تشكيميا فقط باستخدام طوابع  12برىن بالاستقراء أن أي كمية من الطوابع البريدية بقيمة : 57مثال 
 ليرات. 5و 4من ذات ال 

لتكن  P n  الفرضية "الطوابع البريدية بقيمةn  ليرات" 5و 4ليرة يمكن تشكيميا من طوابع بريدية بقيمة 
 حل الأول: باستخدام الاستقراء الرياضي التقميديال

خطوة الأساس:  12P  3  12صحيحة لأن 4  (3  4طوابع بريدية بقيمة.)ليرات 
خطوة الاستقراء: لتكن الفرضية  P k  صحيحة أي أنو يمكن تشكيل أي طابع بريدي بقيمةk  ليرة من طوابع بقيمة

ليرات. ولنبرىن أن  5و 4 1P k   صحيحة أي أنو يمكن تشكيل أي طابع بريدي بقيمةk  4ليرة من طوابع بقيمة 
12kليرات، حيث  5و . 

ليرات،  4ع بقيمة يوجد عمى الأقل طاب kيمكننا أن نميز حالتين الحالة الأولى في الطوابع البريدية التي تشكل القيمة 
 ليرات. 4والحالة الثانية لا يوجد ولا طابع بقيمة 

ىذه الحالة يكفي استبدال ليرة. في  kليرات تشكل الطابع ذو القيمة  4لنأخذ الحالة الأولى يوجد عمى الأقل طابع بقيمة 
1kليرات لتشكيل طابع بريدي بقيمة  5ليرات بطابع من قيمة  4الطابع البريدي من قيمة   .ليرة 

ليرة يتم باستخدام طوابع  kليرات في ىذه الحالة تشكيل الطابع بقيمة  5أما الحالة الثانية حيث لا يوجد طوابع بقيمة 
12kليرات. علاوة عمى ذلك، بسبب كون  5من قيمة   ليرات لتشكيل طابع  5طوابع بقيمة  3، نحتاج عمى الأقل

طابع من  ليرات وذلك لتشكيل 4طوابع من قيمة  4ليرات ب  5طوابع من قيمة  3ليرة. وىكذا نستبدل ال  kبقيمة 
1kقيمة   .ليرة 

بالتالي  1P k  .صحيحة 
ينتج من ذلك أن  P n  12صحيحة من أجل أي عدد صحيحn . 

 الحل الثاني: باستخدام الاستقراء القوي
خطوة الأساس:  12P  صحيحة 12  3 4  و 13P  صحيحة 13  2*4 1*5  و 14P  صحيحة

 14  1 4 2 5    و 15P  صحيحة 15  3 5 . 
أن خطوة الاستقراء: بفرض  P j  12صحيحة من أجل j k  حيث ،k  15عدد صحيحk  نفرض أنو .

12ليرة، حيث  jبإمكاننا تشكيل طوابع بقيمة  j k ن صحة . لنبرىن الآ 1P k  أي أننا يمكن تشكيل طوابع ،
1kبقيمة    .ليرة 

باستخدام فرضية الاستقراء، نستطيع فرض أن  3P k   3صحيحة لأن 12k   بمعنى أنو يمكننا تشكيل طابع ،
3kبقيمة    1ليرات. لتشكيل طابع بقيمة  5و 4ليرة باستخدام طوابع بقيمةk   ليرة نحتاج فقط لإضافة طابع بمقدار

3kليرات عمى الطوابع التي تشكل الطابع بقيمة  4  .ليرة 
بالتالي  1P k  .صحيحة 

ينتج من ذلك أن  P n  12صحيحة من أجل أي عدد صحيحn . 
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، nدد صحيح غير سالب أوجد الخطأ في برىان المبرىنة التالية باستخدام الاستقراء القوي: من أجل كل ع :58مثال 
5لدينا    0n  
0n   وة الأساس: العلاقة صحيحة من أجلخط   5.0  0  

5خطوة الاستقراء: بفرض أن العلاقة    0j  لب من أجل كل عدد صحيح غير ساj 0، حيث j k  لنكتب
  1    k i j  حيث ، i وj 1  أعداد طبيعية أقل منk  :باستخدام فرضية الاستقراء 

   5   1   5     5   5   0  0  0k i j i j         
0n  الحل: يكمن الخطأ في الانتقال من الخطوة الأساسية    1  إلى الخطوة التاليةn  1، لأنو لا يمكننا كتابة 

 كمجموع عددين طبيعيين أصغر منو.
ىو:  nxد نحتاج في المثال التالي إلى معرفة أن مشتق وحيد الح  1'   .n nx n x يدل عمى المشتق.  "'"، حيث الرمز

كما نحتاج أيضاً إلى ما نسميو مشتق الجداء:  . '   '.   . 'u v u v v u  حيث ،u وv .تابعان 
0n تقراء القوي: من أجل أي عدد صحيحرىان المبرىنة التالية باستخدام الاسأوجد الخطأ في ب :59مثال  ،

   '   0nx . 
0n  خطوة الأساس: العلاقة صحيحة من أجل   ،   0 '   1 '   0x   .)مشتق العدد الثابت يساوي صفر( 

0، حيث iقراء: بفرض أن العلاقة صحيحة من أجل أي عدد صحيح خطوة الاست i k  ولنبرىن صحة العلاقة من ،
1k  أجل   أي ، 1 '   0kx  . 

1نعمم أن   .k kx x x  :باستخدام قاعدة الجداء نحصل عمى .       1 '   . '   . '   '.k k k kx x x x x x x    
باستخدام فرضية الاستقراء،   '   0kx  و  '   0x  بالتالي . 1 '   0kx  . 

0k الحل: إن خطوة الاستقراء غير صحيحة من أجل    0  )الموافقة لمقيمةn ي ىذه الحالة نستخدم(، لأننا ف
   '   0x  .قبل أن نثبت برىانيا 

 computational geometryاستخدام الاستقراء القوي في اليندسة الحسابية 
يتم استخدام الاستقراء القوي في اليندسة الحسابية والتي ىي جزء من الرياضيات المتقطعة التي تدرس المائل الحسابية 

 computer والمعب الحاسوبية computer graphicsلأشكال اليندسية، كالرسومات الحاسوبية التي تتضمن ا
games  والروبوتاتrobotics.الخ ، 

 سنكتفي بذكر مثال )نظرية( من اليندسة الحسابية التي تبُرىن باستخدام الاستقراء القوي.
لمستقيمة ىو شكل ىندسي مغمق يتألف من متتالية من القطع ا polygonالمضمع 

1 2,  ,  ,  ns s s التي تسمى ،
. كل زوج من الأضلاع المتتالية، sidesأضلاع 

is 1وis 
 ،  1,  2,  ,  1i n   وكذلك أيضاً الضمع الأخير ،

ns 
 .vertex، من المضمع تمتقي في نقطة مشتركة تسمى رأس 1sوالضمع الأول 

 إذا كان لا يوجد أي ضمعين غير متتاليين يتقاطعان. simpleنسمي مضمع بسيط 
كل مضمع بسيط يقسم المستوي إلى منطقتين: داخمو، وتتألف من النقاط التي تقع داخل المنحني، وخارجو وتتألف من 

 ج المنحني.النقاط التي تقع خار 
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إذا كانت كل قطعة مستقيمة تصل بين نقطتين من داخل المضمع تقع كمياً  convexنسمي مضمع عمى أنو محدب 
)القطعة المستقيمة( داخل المضمع. يبين الشكل التالي العديد من المضمعات؛ المضمعان  a و b  محدبان بينما

المضمعان  c و d .ليسا محدبان 
 

 
مضمع بسيط ىو قطعة مستقيمة تصل بين رأسين غير متتاليين من المضمع. كما يقال عن قطر أنو  diagonalقطر 

ثال في المضمع إذا كان يقع كمياً داخل المضمع )عدا نقطتي النياية(. عمى سبيل الم interiorداخمي  d  السابق
التي تصل بين  adىي قطر داخمي، لكن القطعة المستقيمة  fو aالتي تصل بين النقطتين  afالقطعة المستقيمة 

 ليست قطر داخمي. dو aن النقطتي
واحدة من أىم العمميات الأساسية في اليندسة الحسابية تتضمن تقسيم المضمع البسيط إلى مثمثات عن طريق إضافة 

 .triangulationأقطار غير متقاطعة. تسمى ىذه العممية بالتثميث 
 ع البسيط يوجد العديد منى عمميات التثميث المختمفة.في المضم :12ملاحظة 
 أضلاع عمى الأقل لو قطر داخمي. 4أي مضمع بسيط ب : 1فرضية 
3nعدد صحيح  nضمع، حيث  nفي أي مضمع بسيط يحوي : 1مبرىنة  ،  2يمكن تحميمو إلىn   من المثمثات

 غير المتقاطعة.
 

  

ISSN: 2617-989X 34 



Discrete Mathematics – CH 1 

 تمارين
 

 أياً من الجمل التالية تمثل فرضية؟ ماىي القيمة المنطقية لتمك الفرضيات؟ .1
a) دمشق عاصمة سورية 
b) أجب عن السؤال التالي 
c)      2  25x   
d)   4  8  13  

 
 بين فيما إذا كانت العبارات الشرطية التالية صحيحة أو خاطئة: .2

a) 2  1  1إذا كان  5  2  2، فإن  
b)  3  1  1إذا كان باستطاعة الحمير الطيران، فإن  
c)  3  1  1إذا كان فإن الكلاب تستطيع الطيران ، 
d) 2  1  1إذا كان فإن الكلاب تستطيع الطيران ، 

 
 بين فيما إذا كانت العبارات ثنائية الشرطية التالية صحيحة أو خاطئة: .3

a) 2  1  1إذا كان  4  3  2، إذا وفقط إذا كان  
b) 3  1  1إذا كان  إذا كانت الحمير تستطيع الطيران، إذا وفقط 
c) 4  2  2إذا كان  2  1  1، إذا وفقط إذا كان  
d) 0  1 1  2، إذا وفقط إذا كان 

 
 أوجد جدول الحقيقة لكل من العبارات التالية: .4

a) ( ) ( )p q p q   
b) ( ) ( )p q p q    
c) ( ) ( )p q q p   
d) ( ) ( )p q p r    

 
 بين أن العبارات الشرطية التالية متكافئة: .5

a)   ( )p q  وp q 
b) ( )p q r   و( )q p r  
c) [ ( )]p p q q     وT )الكمية( 
d) [ ( )]p p q q    وT 

 
 ما ىي قيمة الحقيقة لمعبارات التالية بفرض المجال كل الأعداد الصحيحة: .6

a)     1  n n n   
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b)       n n n   
c)  2(    n n n  
d)  2     n n n  

 
 أوجد مثالي عكسي، إن وجد، لممكممات العامة التالية، حيث المتحولات مجموعة الأعداد الصحيحة: .7

a) 2 ( )x x x  
b) 2 ( )x x x  
c) 2 ( 2)x x  
d)     0x x  

 
 باشر لتبيان أن جداء عددين عاديين ىو عدد عادي.استخدم البرىان الم .8
 
2n  عدد مربع كامل فإن  nبرىن أنو إذا كان  .9  .ليس بمربع كامل 

 

– 1  (ii)فردي،  2n (i)العبارات التالية متكافئة:  nبرىن أنو من أجل العدد الصحيح  .11  n  ،زوجي(iii) 
3n  ،فردي(iv) 2   1n  .زوجي 

 
2بحيث يحقق العلاقة  nبرىن أنو لا يوجد عدد موجب  .11 3    100n n . 
 

4بحيث يحقق العلاقة  xجد عدد موجب برىن أنو لا يو  .12 4    625x y   
 

 برىن صحة العلاقات التالية باستخدام الاستقراء الرياضي: .13

a) 
2 2 2 ( 1)(2 1)

1 2 ...
6

n n n
n

 
    ،n .عدد صحيح موجب 

b) 

2
3 3 3 ( 1)

1 2 ...
2

n n
n

 
     

 
 ،n .عدد صحيح موجب 

c) 1.2.3 2.3.4 ... ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3) / 4n n n n n n n         ،n  عدد صحيح
 موجب.

d) 3   !n n ،n  6عدد صحيح موجب أكبر من. 
e)  1يقسم  21العدد 2 14   5n n  ،n دد صحيح موجب.ع 

f)  0ليكن

0

a
A

b

 
  
 

 ،a  وb  0عددان حقيقيان فإن

0

n
n

n

a
A

b

 
  
 
 

. 
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 برىن صحة العلاقات التالية باستخدام الاستقراء القوي: .14
a) 2n

nf   2، من أجلn  حيث ، العدد الذىبي و
nf .أعداد فيبوناتشي 

b)  ليرات. 5ليرات و 3ليرة أو أكثر يمكن تشكيميا فقط باستخدام طوابع من ذات ال  8الطوابع البريدية بقيمة 
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 اعة ونصفالمدة: س   51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة50)        السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة

 
 أو أي نقطتين تحدد مستقيم" 2= 1 + 1الفرضية " .1

a) صحيحة 
b) خاطئة 
c) المعمومات غير كافية 
d) ممكن أن تكون صحيحة أو خاطئة 

 
rالفرضية  converseمقموب  .2 z ىو 

a)   not r not z 
b) z r 
c)    r not r 
d)     not z not r 

 
 تربط تعبيرين مع بعضيا البعض AND, OR, NOTأي من العمميات  .3

a) AND 
b) OR 
c) AND وOR 
d) AND وOR وNOT 
 

5xالتي تجعل  xما ىو عدد قيم  .4  5وx  صحيحة 
a) 0 
b) 1 
c) 2 
d) 5 
 

pبفرض أن  .5 q  وp r ىل يمكننا الاستنتاج أن .q r 
a) نعم بالتناظر 
b) نعم بالتعدي 
c) نعم بالجمع 
d) لا 
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rلمفرضية  contrapositiveالنفي الإيجابي  .6 z ىو 
a)   not r not z 
b) z r 
c)  r not r 
d)   not z not r 
 

نفي المكمم العام  .7 x P x :ىو 
a)    x P x  
b)     x P x  
c)  x P x  
d) بة من الإجابات السابقة صحيحةإجا ولا 
 

نفي العبارة  .8 2   2x x  :ىي 
a) 2   ( 2)x x  
b) 2   ( 2)x x   
c) 2   ( 2)x x  
d)  2     2x x  
 

نفي العبارة التالية  .9   10 (   )n n m n k     :ىو 
a) ( 10) (   )n n m n k     
b) ( 10) (   )n n m n k     
c)    10 (   )n n m n k     
d) ( 10) (   )n n m n k     
 

0  مقموب والنفي الإيجابي للاقتضاء ال .11 10n n   :ىما 
a)  10المقموب   0n n    0والنفي الإيجابي   10n n   
b)  10المقموب   0n n    10  والنفي الإيجابي 0n n   
c)  0  المقموب 10n n    10  والنفي الإيجابي 0n n   
d)  0  المقموب 10n n    0والنفي الإيجابي   10n n   
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 ( درجة35)      طأ )مع التعميل(السؤال الثاني: أجب بصح أو خ
 

1. x2  عدد فردي⇐ x عدد فردي: 
a)  صح 
b) خطأ 

)2مثال عكسي:  7) 7  ليس عدد فردي )ليس حتى عدد صحيح( 7ىو عدد فردي، بينما 
 

2. 3x  عدد زوجي⇐x :عدد زوجي 
a)  صح 
b) خطأ 

)33مثال عكسي:  8) 8  3ىو عدد زوجي، بينما  ليس عدد زوجي )ليس حتى عدد صحيح( 8
 

3. ,  x y  عددان فرديان⇐   x y د زوجيعد: 
a) صح  
b) خطأ 

  2   1x n  2  و   1y m  بجمعيما نحصل عمى
     2   2   2  2     1x y n m n m        

 
4. ,  x y  عددان زوجيان⇐ xy عدد زوجي: 

a)  صح 
b) خطأ 

  2x n 2  وy m  بضربيما نحصل عمى      2 2   4   2 2xy n m mn mn   
 

 3أعداد صحيحة متتالية يقبل القسمة عمى  3مجموع  .5
a) صح 
b) خطأ 

,لتكن الأعداد المتتالية   1,  2n n n   حيثn عدد صحيح. بجمع ىذه الأعداد الثلاث نحصل عمى
       1   2   3   3  3 1n n n n n        
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 ( درجة15)          السؤال الثالث:
 

لنعرف التابع            1     2 1   2f n n n n n         من أجلn .عدد طبيعي 
 1   1 2  3f       2   2 3 4  9f          3   3 4 5 6  18,  .f         

 برىن بالاستقراء الرياضي أن:  22   3   3f n n n    
 الحل:

1n  خطوة الأساس: من أجل    الفرضية صحيحة لأن     
2

2 1   2.3  6  3 1   3 1f     
n  خطوة الاستقراء: بفرض أن الفرضية صحيحة من أجل  k أي أن :  2 2   3  3f k k k  ولنبرىن أنيا .

1n  صحيحة من أجل  k   :أي
         

2 2 22 1   3 1  3 1   3 2 1 1   3 3 2f k k k k k k k k             
           1    1 2 2 2 1 2 2f k k k k k k           

          1 2 2 2 1 2 2k k k k k k k             
           1 2 2 2 1 2 2k k k k k k k               

         2 1 2 2   3 3k f k k k f k k           
 2.2تغذية راجعة في حال الخطأ: الفقرة 
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 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الأول
1 a  1الفقرة 
2 b  4.1الفقرة 
3 c  1الفقرة 
4 b  1الفقرة 
5 d  1الفقرة 
6 d  1الفقرة 
7 a  6.1الفقرة 
8 a  6.1الفقرة 
9 a  6.1الفقرة 
10 b  6.1الفقرة 

 
 
 

 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الثاني
1 b  2الفقرة 
2 b  2الفقرة 
3 a  2الفقرة 
4 a  2ة الفقر 
5 a  2الفقرة 
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 الفصل الثاني:الجبر البولياني
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 الكممات المفتاحية:
ىيمنة، الجبر البولياني، عممية ثنائية، بديييات، مسممات، بنية جبرية، جدول الحقيقة، التقابل، تطابق، تماثل، نفي، 

امتصاص، دومورغان، تابع بولياني، متمم، حد أصغري، حد أعظمي، مجموع حدود صغرى، جداء حدود عظمى، شكل 
 قياسي، شكل قانوني، بوابة منطقية، دارة رقمية.

 
 ممخص:

المنطقية ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى الجبر البولياني والنظريات المتعمقة بو، جبر المتحولات المنطقية والعمميات 
عمى تمك المتحولات، كما نتعرف عمى جدول الحقيقة لمتوابع المنطقية وكيفية كتابتيا بالشكل القانوني: مجموع حدود 
صغرى أو جداء حدود عظمى وكيفية التحويل بينيما وكيفية تبسيطيا. كما يتعرف الطالب عمى البوابات المنطقية 

 يم الدارات الرقمية.الأساسية والمشتقة وكيفية استخداميا في تصم
 

 أهداف تعميمية:
 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:

 .الجبر البولياني والنظريات المتعمقة بو 
 .التوابع البوليانية وكيفية التعامل معيا 
 .تبسيط التعابير المنطقية باستخدام النظريات 
  القانونيإنشاء جدول الحقيقة واستخدامو في كتابة التوابع البوليانية بالشكل 
 .فيم واستخدام البوابات المنطقية وكيفية استخداميا في تحقيق التوابع البوليانية 
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 basic definitionsتعاريف أساسية  .1
بمجموعة  Boolean algebraيمكن تعريف الجبر البولياني  S  من العناصر ,  ,  x y   ومجموعة من العمميات

 .axiomsومجموعة من البديييات  binary operatorsالثنائية 
a*أيضاً ) Sعنصر من  Sإلى كل زوج عناصر من  Sعمى  *تُسند العممية الثنائية  b c  حيث,  ,  a b c S.) 

 معظم البديييات المستخدمة لتشكيل البني الجبرية بشكل عام ىي التالية:
، تحدد Sتكون مغمقة بالنسبة لمعممية الثنائية، إذا كان من أجل أي عنصرين من  S: مجموعة closureالإغلاق  .1

بالنسبة  N مجموعة الأعداد الطبيعية . عمى سبيل المثالSنصر وحيد من العممية الثنائية قاعدة لمحصول عمى ع
,لمعممية الثنائية + ىي مجموعة مغمقة لأنو من أجل أي عددين طبيعيين   a b  يوجد عدد طبيعيc بحيث ،

   a b c  مجموعة مغمقة لأنو عمى سبيل  -. بينما لا تشكل مجموعة الأعداد الطبيعية بالنسبة لمعممية الثنائية
– 3المثال   5   2  3، حيث,  ليس بعدد طبيعي 2عددان طبيعيان بينما  5 

أنيا تجميعية إذا كان من أجل  Sعمى المجموعة  *: نقول عن العممية الثنائية associative lawيعي قانون تجم .2
,أي   ,  x y z S  لدينا   * *   * *x y z x y z 

أنيا تبديمية إذا كان من أجل  Sعمى المجموعة  * الثنائية: نقول عن العممية commutative lawقانون تبديمي  .3
,أي   ,  x y z S  لدينا*   *x y y x 

eأنو لدييا عنصر حيادي  S: نقول عن مجموعة identity elementالعنصر الحيادي  .4 S  بالنسبة لمعممية
xإذا كان من أجل أي عنصر  *الثنائية  S  لدينا*   *   x e e x x  0. عمى سبيل المثال يمثل العنصر 

0  0بالنسبة لمعممية الثنائية + لأن  Zالعنصر الحيادي لمجموعة الأعداد الصحيحة    x x x     من أجل
  xأي عنصر صحيح 

بالنسبة لمعممية الثنائية * أنيا تممك  eالتي تحوي عمى عنصر حيادي  S: نقول عن المجموعة inverseالنظير  .5
*بحيث  Sمن  yيوجد عنصر  Sمن  xظير إذا كان لأي عنصر ن   *   x y y x e   عمى سبيل المثال

0e  بالنسبة لمعممية الثنائية + والعنصر الحيادي  Zمجموعة الأعداد الصحيحة   نظير أي عنصر ،a  ىو
 –a  لأن           0a a a a      

قول عن * أنيا توزيعية بالنسبة ، نSوعمميتان ثنائيتان عمى المجموعة  *: ليكن distributive lawقانون التوزيع  .6
عندا يكون  ل     * ·   *  · *x y z x y x z 

مثال عمى بنية جبرية. الحقل ىو مجموعة من العناصر معرف عميو عمميتين ثنائيتين لكل منيما  fieldيمثل الحقل 
لسادسة. مجموعة الأعداد الحقيقية مع العمميتين ، وكمتا العمميتين مع بعض تعطيان الخاصة ا5إلى  1الخواص من 

 تشكل حقل الأعداد الحقيقية الذي نعرفو. ·والضرب  +الثنائيتين الجمع 
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 Boolean algebraالجبر البولياني  .2
 الجبر البولياني ىو بنية جبرية معرف بمجموعة  B من العناصر ,  ,  x y   و أيضاً عمميتان ثنائيتان و ،

 ومزود بالبديييات التالية:
1.  (a)لبنية مغمقة بالنسبة لمعممية الثنائية ا 

(b) مغمقة بالنسبة لمعممية الثنائية البنية 
2.  (a) ىو عنصر حيادي بالنسبة لمعممية الثنائية  0العنصر 0  0؛ أي   x x x   . 

(b)  حيادي بالنسبة لمعممية الثنائية؛ أي ىو عنصر 1العنصر. ·1  1·   x x x    
3.  (a) البنية تبديمية بالنسبة لمعممية الثنائية ؛ أي  x y y x  . 

(b) ؛ أيبديمية بالنسبة لمعممية الثنائيةالبنية ت·   ·x y y x. 
4.  (a)توزيعية بالنسبة لمعممية الثنائية  العممية الثنائية ؛ أي     ·   ·   ·x y z y x x z  . 

(b)  العممية الثنائية ؛ أي وزيعية بالنسبة لمعممية الثنائيةت     ·    · x y z y x x z   . 
xمن أجل أي عنصر  .5 Bيوجد عنصر ،x B  يسمى متمم(complement  العنصرxبحيث ،) (a) 

1x x  و· 0x x  
,يوجد عمى الأقل عنصران  .6  x y B بحيث ،x y. 

 two valued Boolean algebraالجبر البولياني بقيمتين 
يعرف الجبر البولياني بقيمتين عمى مجموعة من عنصرين    0,  1B  حيث العمميتان الثنائيتان ، كما تبينو ·و

 الجداول التالية )بالإضافة إلى عممية المتمم(:
 

 
 

 المعرفة في الفصل الأول. (NOT) ∽و (OR) ∨و (AND) ∧العمميات السابقة ىي نفسيا العمميات المنطقية 
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برىن القانون التوزيعي  :1مثال      ·   ·   ·x y z y x x z  . 
يمكن برىان القانون التوزيعي      ·   ·   ·x y z y x x z    بإيجاد تابع الحقيقة لكافة القيم الممكنة ل,  ,  x y z 

نبين أن قيمة التركيب  ·x y z  تساوي قيمة التركيب   ·   ·y x x z. 
 

 
 
 properties of Boolean algebraخصائص الجبر البولياني  .3

 dualityالثنائية )التقابل( 
يمكن الحصول عمى أي جزء  (b)والجزء  (a)وجدنا سابقاً أنو تم سرد بديييات الجبر البولياني في أزواج حددت بالجزء 

، ب  ب، تبديل ل بين عناصر المطابقة )تبديل الثنائيتين وكذلك التبديمن الجزء الآخر وذلك بالتبديل بين العمميتين 
، والذي ينص عمى أن duality principle(. نسمي ىذه الخاصة اليامة بمبدأ التقابل 0ب  1وتبديل  1ب  0تبديل 

كل تعبير جبري مستنتج من بديييات الجبر البولياني يبقى صحيحاً عند استبدال العمميات الثنائية واستبدال عناصر 
 المطابقة.

 basic theoremsالنظريات الأساسية 
، عندما لا يوجد أي . يمكن حذف العممية الثنائيةpostulatesالبولياني ومسمّماتو يبين الجدول التالي نظريات الجبر 

 التباس.
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 التطابق الاسم

 قوانين التطابق
Identity laws 

(a)   0  x x   
(b)  · 1  x x  

 قوانين الييمنة
Domination laws 

(a)   1  1x    
(b)  · 0  0x   

 قوانين التماثل
Idempotent laws 

(a)     x x x   
(b)  ·   x x x  

 قانون النفي المزدوج
Double complement laws x  x  

 قوانين التبديل
Commutative laws 

(a)       x y y x    
(b)    xy yx  

 قوانين التجميع
Associative laws 

(a)              x y z x y z      
(b)         x yz x yz  

 قوانين التوزيع
Distributive laws 

(a)                 x y z x y x z      
(b)         x y z xy xz    

 قوانين دومورغان
De Morgan's laws 

(a) (x + y) = x y  
(b) (x y) = x + y  

 قوانين الامتصاص
Absorption laws 

(a)     x xy x   
(b)      x x y x   

 قوانين النفي
Negation laws 

(a) 1x + x  
(b) 0x x  

 
x    برىن قانون التماثل  :2مثال  x x . 

   ·1 )   0x x x x x x x x x                 (x + x x x     
1x  1  برىن قانون الييمنة : 3مثال   . 

   1 1· ( ) 1 ·1   1x x x x             x + x   x + x  x + x   
 operator precedenceأولويات العمميات 

وأخيراً الجمع  ANDيمييا الضرب  NOTأولويات العمميات البوليانية في إجراء التعابير ىي كالتالي: الأقواس ثم المتمم 
OR. 
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 Boolean functionsالتوابع البوليانية  .4
والعمميات المنطقية. التابع  binary variablesالجبر البولياني ىو جبر يتعامل مع المتحولات )المتغيرات( الثنائية 

وأيضاً من العمميات المنطقية. كما أنو من أجل  1و 0البولياني ىو تعبير جبري يتألف من المتحولات الثنائية والثوابت 
 .1أو  0قيمة معطاة لممتحولات الثنائية، يمكن لمتابع البولياني أن يأخذ القيمة 

1F :4مثال  x y z  2وF x y z x y z x y   .ىما تابعان بوليانيان 
,يمكن تمثيل التابع البولياني باستخدام جدول الحقيقة: تمثل الأعمدة الأولى لمجدول المتحولات البوليانية   ,  x y  ،

ليذه المتحولات.  1و 0ة من حيث يوجد في الجدول عدد كاف من الصفوف لتمثيل جميع الحالات )التوافقيات( الممكن
متغير  nصفوف )الحالة العامة  8متغيرات يمزم وجود  3صفوف، وفي حالة  4في حالة متغيرين اثنين يمزم وجود 

صف(. ويوجد أيضاً عمود لكل مرحمة من مراحل تكوين الفرضية المركبة وقيمة الحقيقة عند كل خطوة  2nيمزم وجود 
 تعين من الخطوات السابقة ليا، وفي النياية نحصل عمى قيمة الحقيقة لمفرضية في العمود الأخير من الجدول.

1Fيبين الجدول التالي جدول الحقيقة لكل من التابعين  x y z  2وF x y z x y z x y  . 
 

 
 

يُمكن في بعض الأحيان تبسيط التوابع البوليانية، كما سنرى فيما بعد، وذلك بتطبيق بعض متطابقات الجبر البولياني، 
 كما يمي: 2Fفعمى سبيل المثال يمكن تبسيط التابع 

2 ( )F x y z x y z x y x z y y x y x z x y        
 complement of a functionمتمم تابع 
وكذلك استبدال الواحدات  s'1بالواحدات  s'0ويمكن الحصول عميو بعممية استبدال الأصفار  Fىو  Fمتمم تابع 

1's  0بالأصفار's  في قيم التابعF ىذا ويمكن اشتقاق متمم التابع جبرياً من خلال قانون دومورغان، حيث .
)متحولات  3متحولين. عمى سبيل المثال من أجل باستطاعتنا تمديد ىذا القانون لأكثر من  )A B C   يصبح

Bقانون دومورغان كما يمي، بفرض  C x     : 
( ) ( ) ( ) ( )A B C A x A x A B C A B C A B C          
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)أوجد متمم التابع : 5مثال  )F x y z yz  
[ ( )]F x y z yz     ( ) ( ) ( )x y z yz x y z yz     

( )( )x y z y z x y z y z        
 
 representing Boolean functionsتمثيل التوابع البوليانية  .5

 minterms and maxtermsالحدود الصغرى والحدود العظمى 
يمكن لممتحول البولياني أن يظير بالشكل العادي  x ( أو بالشكل المتممx  ويرمز ليا أحياناً بالرمزx  ليكن لدينا .)

xعمى سبيل المثال متحولان  , y   مركبين بعمميةAND حالات مختمفة ليذا التركيب: 4. من الواضح أنو يوجدx y و
x y وx y وxy نسمي كل حد من الحدود السابقة بالحد الأصغري .midterm أو الجداء القياسي ،standard 

product بشكل عام إذا كان لدينا .n  2متحول نحصل عمىn طاء رمز لكل حد أصغري بالشكل حد أصغري. يتم إع
jm حيث يعبر الدليل ،j .عن المكافئ العشري لمعدد الثنائي لمحد الأصغري 

حد ندعو كل منيا بالحد الأعظمي  2nوالحصول عمى  ORمتحول باستخدام العممية  nوبشكل مشابو يمكن تركيب 
maxterm أو المجموع القياسي ،standard sum ويتم إعطاء رمز لكل حد أعظمي بالشكل .jM حيث يعبر الدليل ،

j .عن المكافئ العشري لمعدد الثنائي لمحد الأعظمي 
 متحولات: 3صغرية والحدود الأعظمية في حال لدينا يبين الجدول التالي الحدود الأ

 

 
 

يمكن التعبير عن التابع البولياني جبرياً من جدول الحقيقة بتشكيل حد أصغري من أجل كل تركيب لممتحولات والتي 
 لمتابع ومن ثم نجمع تمك الحدود. 1تعطي القيمة 
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 التاليين كمجموع حدود صغرى.عبر عن التابعين : 6مثال 
 

 
 

 الحل:
1 1 4 7f x y z x y z xyz m m m       
2 3 5 6 7f x y z x y z x y z x y z m m m m         

 مما سبق يمكن القول بأن أي تابع بولياني يمكن التعبير عنو بمجموع حدود أصغرية.
كيب لممتحولات تر  الآن لنأخذ متمم التابع البولياني والذي يمكن قراءتو من جدول الحقيقة بتشكيل حدود أصغرية لكل

لمتابع ومن ثم نجمع تمك الحدود. عمى سبيل المثال لنأخذ التابع  0 والتي تعطي القيمة
1f :السابق 

1f x y z x y z x yz x y z xy z      
نحصل بالتالي عمى  1fلنأخذ متتم 

1f: 
1 0 2 3 5 6( )( )( )( )( ) · · · ·f x y z x y z x y z x y z x y z M M M M M             

بشكل مشابو يمكن كتابة التابع 
2f: 

2 0 1 2 4( )( )( )( ) · · ·f x y z x y z x y z x y z M M M M           
 مما سبق أيضاً يمكن القول بأن أي تابع بولياني يمكن التعبير عنو بجداء حدود أعظمية.

نقول عن التوابع البوليانية المعبر عنيا كمجموع حدود صغرى أو كجداء حدود عظمى عمى أنيا مكتوبة  :1تعريف 
 .canonical formبالشكل القانوي 

 sum of mintermsمجموع الحدود الصغرى 
في جدول الحقيقة. في  1إن الحدود الصغرى التي مجموعيا يعرف التابع البولياني ىي تمك التي تعطي التابع القيمة 

بعض الأحيان يكون مفيداً التعبير عن التابع كمجموع حدود صغرى. إذا لم يكن التابع بيذا الشكل، يمكن جعمو كذلك 
. بعدىا كل حد يجب أن يحوي كل المتحولات، فإذا غاب عنو متحول أو ANDعن طريق أولًا نشر التابع كمجموع حدود 

xب أكثر عمينا ضربو  x  عمى سبيل المثال وذلك إذا كان المتحولx .ىو الغائب 
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Fعبر عن التابع التالي كمجموع حدود صغرى :7مثال  A BC  
Aمتحولات  3الحل: لمتابع  , B , C   الحد الأول .A  يغيب عنو متحولانB وC لذلك نضربو أولًا ب ،B B:

( )A A B B AB AB    ويغيب عنو أيضاً المتحول ،C بالتالي نضربو أيضاً ب ،C C: 
( ) ( )A AB C C AB C C ABC ABC ABC ABC        

 ، بالتالي:Aفيغيب عنو المتحول  BCأما الحد الثاني 
( )BC BC A A ABC ABC     

 بتجميع كافة الحدود نحصل عمى:
1 4 5 6 7F A BC ABC ABC ABC ABC ABC m m m m m            

 مفضل أحياناً كتابتو بالشكل المبسط التالي:عندما يكون التابع بصيغة مجموع حدود صغرى، من ال
( , , ) (1, 4, 5, 6, 7)F A B C  

الإجرائية البديمة لمحصول عمى التابع بصيغة مجموع حدود صغرى ىي الحصول عمى جدول الحقيقة لمتابع ومن ثم قراءة 
Fالحدود الصغرى من جدول الحقيقة )قيم التابع المساوية لمواحد(. لنأخذ المثال السابق  A BC : 

 

 
 

 .7 ,6 ,5 ,4 ,1من جدول الحقيقة نستطيع أن نقرأ الحدود الصغرى الخمسة لمتابع ىي: 
 product of maxtermsجداء الحدود العظمى 

. وىذا يمكن الحصول عميو باستخدام ORلمتعبير عن تابع بولياني كجداء حدود عظمى، يجب أولًا وضعو ضمن حدود 
لتوزيعية الخاصة ا  x yz x y x z             وبعد ذلك أي متحول غائب في كل حد من حدودOR  يتم
xجمعو مع  x. 

Fعبر عن التابع التالي كجداء حدود عظمى: 8مثال  xy x z   
 باستخدام الخاصة التوزيعية: ORالحل: أولًا لنحول التابع إلى حدود 

( )( )F xy x z xy x xy z      
( )( )( )( )x x y x x z y z      
( )( )( )x y x z y z     
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xمتحولات  3لمتابع  , y , z    بالتالي كل حدOR :يغيب عنو متحول واحد 
( )( )x y x y z z x y z x y z          
( )( )x z x z y y x y z x y z          
( )( )y z y z x x x y z x y z          

 الحدود نحصل عمى:بتجميع كافة 
0 2 4 5( )( )( )( )F x y z x y z x y z x y z M M M M          

 عندما يكون التابع بصيغة جداء حدود عظمى، من المفضل أحياناً كتابتو بالشكل المبسط التالي:
( , , ) (0, 2, 4, 5)F x y z  

 conversion between minterms and maxtermsالتحويل بين الحدود الصغرى العظمى 
متتم تابع معبر عنو بمجموع حدود صغرى يساوي إلى الحدود الغائبة من التابع الأصمي. والسبب يعود إلى أن التابع 
الأصمي يعبر عنو بالحدود التي تجعل قيمة التابع مساوية لمواحد منطقي، أما متمم التابع فيي الحدود التي تجعل قيمة 

)، ليكن التابع التابع مساوية لمصفر منطقي. عمى سبيل المثال , , ) (1, 4, 5, 6, 7)F A B C فإن التابع ، 
0المتمم ىو  2 3( , , ) (0, 2, 3)F A B C m m m    لنأخذ الآن متمم .F  ،باستخدام قانون دومورغان

 بالشكل التالي: Fنحصل عمى 
0 2 3 0 2 3 0 2 3( ) (0, 2, 3)F m m m m m m M M M      

iمن الواضح أن  im M  ًوالعكس أيضاi iM m. 
بالتالي فإن إجرائية التحويل لتابع معبر عنو بالحدود الصغرى إلى تابع معبر عنو بالحدود العظمى أو بالعكس من الشكل 

ومن ثم سرد الأعداد الغائبة من  و بالحدود العظمى إلى الشكل بالحدود الصغرى يتم بالتبديل بين الرمزين
 التابع الأصمي )المراد تحويمو(.

Fعمى سبيل المثال التابع البولياني  xy x z  :والذي جدول حقيقتو التالي 
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من الجدول السابق الحدود الصغرى لمتابع ىي الحدود التي تجعل قيمة التابع ماوية لمواحد منطقي أي الحدود التي دليميا 
)، بالتالي 7 ,6 ,3 ,1ىي  , , ) (1, 3, 6, 7)F x y z  والحدود الغائبة في ىذا التابع ىي الحدود التي دليميا .

 .8، وىي نفسيا التي وجدناىا في المثال ..عمى شكل جداء حدود عظمى ىو  F. بالتالي التابع 5 ,4 ,2 ,0

 standard formsالأشكال القياسية 
طريقة أخرى لمتعبير عن التوابع البوليانية ىو الشكل القياسي. في ىذا التعبير يمكن لحدود التابع أن تحوي عمى متحول 

و جداء المجاميع  sum of productsواحد أو أكثر. كما أنو يوجد نوعان من الأشكال القياسية: مجموع الجداءات 
product of sums. 

، تدعى حدود مضاريب بمتحول واحد أو أكثر لكل حد. الجداء ANDاني يحوي حدود مجموع الجداءات ىو تعبير بولي
1Fبين تمك الحدود. عمى سبيل المثال التابع ANDيشير إلى عممية  y xy xyz    مضاريب بمتحول  3الذي لو

 واحد ومتحولين وثلاث متحولات.
ى حدود مجاميع بمتحول واحد أو أكثر لكل حد. المجموع يشير ، تدعORجداء المجاميع ىو تعبير بولياني يحوي حدود 

2بين تمك الحدود. عمى سبيل المثال التابع  ORإلى عممية  ( )( )F x y z x y z     مجاميع بمتحول  3الذي لو
 واحد ومتحولين وثلاث متحولات.

3يمكن لتابع بولياني أن لا يكون بالشكل القياسي. عمى سبيل المثال التابع  ( )F AB C D E    والذي ليس
 مجموع جداءات ولا جداء مجاميع. يمكننا تحويمو إلى الشكل القياسي باستخدام القانون التوزيعي:

3 ( )F AB C D E AB CD CE      
 والذي أصبح من الشكل مجموع مضاريب.

 
 other logic operationsعمميات منطقية أخرى  .6

xو x·yيتشكل لدينا تابعان بوليان  yو xبين متحولين  ORو  ANDيتان عندما نضع العمميتان الثنائ y ولكن في .
22متحول ثنائي يوجد  nالحقيقة من أجل  n  تابع بولياني مختمف. بالتالي من أجل متحولين بوليانيينx وy  2n  

 تابع. 16ىما اثنان من أصل  ORو ANDتابع بولياني. أي أن التابعان  16لدينا 
تابع بولياني من  16يبين الجدول التالي جدول الحقيقة لل 

0F  حتى
15F  المشكّمة من المتحولينx وy. 

 

 
 

تابع بواسطة التوابع البوليانية كما يبينو العمود الأول من الجدول اللاحق. كما  16يمكن أنو يمكن التعبير جبرياً عن ال 
. بالإضافة إلى ذلك NOTو  ORو  AND أنو يمكن التعبير عن كل تابع من التوابع الآنفة الذكر باستخدام العمميات

 خاص، كما يبينو العمود الثاني. operator symbolsيمحق بتمك التوابع رمز عممية 
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 فئات: 3إلى  16يمكن تقسيم التوابع ال 
تابعان ينتجان ثابت  .1

0F  و  0ينتج
15F  1ينتج. 

. transferتوابع بعمميات أحادية: المتمم والنقل  4 .2
10F  ينتجy  و

12F  ينتجx ،
3F  ينتجx و

5F  ينتجy ىذا .
 عمى خرجو أحد المداخل بدون تغيير.وقد أعطينا اسم نقل لمتابع الذي يعطي 

 (XOR)الحصرية  OR( وOR)متمم  NOR( وAND)متمم  NANDو ORو ANDتوابع بعمميات ثنائية:  10 .3
 الاقتضاء.و  inhibitionالمنع والتكافؤ و 

 
 digital logic gatesالبوابات المنطقية الرقمية  .7

يستخدم الجبر البولياني لنمذجة دارات العناصر الإلكترونية، حيث يمكن اعتبار أي دخل أو خرج لمثل ىذه العناصر 
. يتم تصميم الدارات الرقمية باستخدام قواعد الجبر البولياني. وبما أن التوابع البوليانية يمكن {1 ,0}ينتمي إلى المجموعة 

، بالتالي من السيل تحقيق التوابع البوليانية بيذا النوع من البوابات. NOTو ORو ANDالتعبير عنيا بدلالة العمميات 
 لكن من الناحية العممية يفضل بناء بوابات أخرى )مشتقة( من أجل العمميات المنطقية الأخرى.

أيضاً، المنع  توابع منيا مييئة لأن تكون بوابات منطقية، اثنتان منيا 10التي رأيناىا سابقاً  16من بين التوابع ال 
والاقتضاء، ليست تبديمية ولا تجميعية بالتالي عممياً لا يمكن استخداميا كبوابات منطقية. يبين الشكل التالي التوابع 

 الثمانية المستخدمة كبوابات قياسية في تصميم الدارات الرقمية.
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ISSN: 2617-989X 57 



Discrete Mathematics – CH 2 
 

، ومخرج ثنائي yو  xمدخلان يُشار إلييما ب أو  binary inputكل بوابة من البوابات السابقة ليا مدخل ثنائي واحد 
binary output  واحد يُشار إليو بF. 

NOT:Fو ORو ANDحقق التابع التالي باستخدام البوابات الأساسية : 9مثال  xy xz  
 الحل:

 

 
 

)حقق التابع التالي: 10مثال  )F AB CD E   :باستخدام 
(a)  البواباتAND وNOR 
(b)  البواباتAND وNAND وNOT 

 (a) الحل: 

 
 

(b)  :باستخدام قانون دوموغان( ) · ·F AB CD E AB CD E    
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أوجد التابع البولياني لكل من : 11مثال 
1F و

2Fىل يوجد علاقة بينيما؟ . 
 

 
 الحل:

1 ( ) ·( ) · )F A B C D E     
2 ( ) ( )F A B C D E       

من الواضح أن 
1 2F F   .حسب قانون دومورغان 

 
 exclusive OR function (XOR)التابع أو الحصري 

 ، ىو عممية منطقية، حيث ينجز العممية البوليانية التالية:⨁، الذي يرمز لو بالرمز (XOR)التابع أو الحصري 
x y xy xy      .يساوي الواحد عندما تكون قيمة أحد المتحولين عكس الأخرى ويساوي الصفر فيما عدا ذلك

)، المعروف أيضاً باسم التكافؤ ينجز العممية البوليانية التالية: NORومتممو ىو  )x y xy xy    ويساوي الواحد
 عندما تكون قيمة أحد المتحولين مساوية للآخر ويساوي الصفر فيما عدا ذلك.

 يمتاز التابع أو الحصري بالخصائص التالية:
0x x   
1x x   

0x x   
1x x   
( )x y x y x y      

x y y x    
( ) ( )x y z x y z x y z         

(. كما يمكن ORبابة و  AND، بوابتي NOTيمكن الحصول عمى تابع أو الحصري باستخدام البوابات الأساسية )بوابتي 
 ، بالاستفادة من العلاقة التالية )كما ىو مبين في الشكل التالي(:NANDتحقيقو باستخدام أربع بوابات 

( ) ( )x y x x y y xy xy x y       
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 يستخدم تابع أو الحصري في الكثير من العمميات الحسابية وفي كشف الأخطاء.
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 تمارين
 
 بسط العبارات التالية أكبر ما يمكن: .1

a) xy xy 
b) xyz xy xyz  
c) ( ) ( )A B A B  
d) xyz xz 
 

 أوجد متتم العبارات التالية: .2
a) ( )z z vw xy  
b) ( ) ( ) ( )a c a b a b c    
 

 أوجد جدول الحقيقة: .3
a) F xy xy yz   
b) F bc ac  

 
Fحقق التابع التالي  .4 xy xy yz  :باستخدام ، 

a)  بواباتAND وOR وNOT 
b)  بواباتOR وNOT 
c)  بواباتAND وNOT  
d)  بواباتNAND  وNOT 
e)  بواباتNOR وNOT  

 
 عبر عن التابع التالي كمجوع حدود صغرى وكجداء حدود عظمى .5

( , , , )F A B C D BD AD BD   
 
 كمجوع حدود صغرى:أوجد متمم التوابع  .6

a) ( , , , ) (2,4,7,10,12,14)F A B C D  
b) ( , , ) (3,5,7)F x y z  

 
 حول كل مما يمي إلى مجوع مضاريب وجداء مجاميع: .7

a) ( )( )u xw x uv  
b) ( )( )x x x y y z   
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 حول كل مما يمي إلى الشكل القانوني الآخر: .8
a) ( , , ) (1,3,5)F x y z  
b) ( , , , ) (3,5,8,11)F A B C D  

 
 اكتب التعبير البولياني التالي عمى شكل ضرب مجاميع: .9

ab ac abc  
 

 اكتب المعادلات البوليانية وارسم الدارة المنطقية والتي خرجيا معرّف بجدول الحقيقة التالي: .11
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 واحدةالمدة: ساعة    51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة70)       السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة 

 
 ىي: A + 1 = 1لمعبارة البوليانية  dualityالثنائية )التقابل(  .1

a) ·0 0A    
b) ·1 1A    
c) 0 1A    
d) ·A A A   

 
xمعبارة البوليانية ل dualityالثنائية )التقابل(  .2 xy x y    :ىي 

a) ( )x x y xy  
b) ( )x xy xy 
c) ( )x xy xy 
d) ( )x x y xy  

 
)تبسيط التابع البولياني  .3 )( ) ( )( )A B C D E A B C D E        :ىو 

a) D E 
b) A+B+C 
c) DE 
d) ABC 

 
)تبسيط التابع البولياني  .4 ( )F XZ Z X XY    :ىو 

a) F Z XYZ  
b) F = Z 
c) F X YZ  
d) F Z XYZ  

 
)تبسيط التابع البولياني  .5 ) ( ) ( )A B C D E A B     :ىو 

a) A B 
b) C D E  
c) AB 
d) CDE 

 
ABتبسيط التابع البولياني  .6 ABC ABCD ABCD   :ىو 

a) ABCDE 
b) A B C D E    
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c) AB CD F  
d) AB 

 
)التابع البولياني )مجموع حدود صغرى(  .7 , , ) (2, 3, 5, 7)F x y z  :)يكافئ التابع )جداء حدود عظمى 

a) ( , , ) (0,1, 4,6)F x y z  
b) ( , , ) (0,1, 4,6)F x y z  
c) ( , , ) (2, 3, 5, 7)F x y z  
d) إجابة من الإجابات السابقة صحيحة ولا 

 
xالعلاقة  .8 x تمثل التابع  ⨁، حيثXOR:تساوي ، 

a) x 
b) x 
c) 1  
d)  0 

 
Fباستخدام قانون دومورغان عمى التابع  .9 AB C  :نحصل عمى 

a) F AB C  
b) F AB C  
c) F A B C   
d) ( )F A B C  

 
Fالتابع البولياني .11 A B   :يكافئ بوابة وحيدة 

a) NAND 
b) NOR 
c) AND 
d) OR 
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 درجة( 30)          السؤال الثاني:
 فقط لتحقيق كل ما يمي:  NANDاستخدم بوابات 

a) x  
b) x y  
c) xy  
d) x y  
 الحل:

x 

 
x y 

 x y x y  
 

xy 
xy xy xy xy xy   

 
x y 

( )( ) ( ) ( )xy xy x y x y x y x y xy xy         
 7توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
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 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الأول

1 a  3الفقرة 
2 d  3الفقرة 
3 b  4الفقرة 
4 b  4الفقرة 
5 c 4 الفقرة 
6 d 4الفقرة 
7 a  5الفقرة 
8 c  6الفقرة 
 3الفقرة   9
11 a  7الفقرة 
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 الفصل الثالث: حساب الأعداد الصحيحة والتشفير
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 رقم الصفحة العنوان
 𝒵 divisibility 70قابمية القسمة في  .1

 𝒵 properties of divisibility 70خواص القسمة في 1.1. 
 𝒵 Euclidean division 71القسمة الإقميدية في 2.1. 
 𝒵 congruences 71الموافقات في 3.1. 
 divisibility criteria 73معايير قابمية القسمة 4.1. 

 greatest common divisors 74القاسم المشترك الأعظم  .2
 Euclidean algorithm 74خوارزمية اقميدس 1.2. 
 GCD properties 75خواص القاسم المشترك الأعظم 2.2. 
 75 الأعداد الأولية فيما بينيا3.2. 
 Bézout’s theorem 76مبرىنة بيزو 4.2. 

 least common multiple 77المضاعف المشترك الأصغر  .3
 prime numbers 78الأعداد الأولية  .4
 solving congruences 81حل الموافقات  .5

 linear congruences 81الموافقات الخطية 1.5. 
 the Chinese remainder theorem 82مبرىنة الباقي الصيني 2.5. 
 Fermat’s little theorem 83مبرىنة فيرما 3.5. 
 pseudoprimes 83أولية  شبو الأعداد4.5. 

 applications of congruences 84تطبيقات الموافقات  .6
 hashing functions 84توابع التقطيع 1.6. 
 pseudorandom numbers 85الأعداد شبو عشوائية 2.6. 
 Check Digits 86اختبار الأرقام 3.6. 

 cryptography 87التشفير  .7
 representations of integers 89تمثيل الأعداد الصحيحة  .8

 
  

ISSN: 2617-989X 68 



Discrete Mathematics – CH 3 
 

 الكممات المفتاحية:
، القسمة الإقميدية، الموافقات، ترديد، القاسم المشترك الأعظم، خوارزمية اقميدس، أعداد أولية فيما بينيا، مبرىنة القسمة

إراتوستينس، المبرىنة الأساسية في الحساب،  أولي، غربالبيزو، مبرىنة غوص، المضاعف المشترك الأصغر، عدد 
الموافقات الخطية، مبرىنة الباقي الصيني، مبرىنة فيرما، عدد شبو أولي، تابع تقطيع، عدد شبو عشوائي، اختبار الأرقام، 

 ئي، ثماني، ست عشري.رمز المنتج العالمي، الترقيم الدولي الموحد لمكتاب، التشفير، فك التشفير، التشفير التآلفي، ثنا
 

 ممخص:
ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى الأعداد الصحيحة وما يسمى بالحساب التوافقي، القسمة الصحيحة، الموافقات، 
خوارزمية اقميدس واستخداميا في إيجاد القاسم المشترك الأعظم لعددين، الأعداد الأولية، تحميل الأعداد إلى عوامميا 

ساسية في الحساب، توليد الأعداد شبو عشوائية، والعديد من تطبيقات التواف  وعممية التشفير باستخدام المبرىنة الأ
 التقميدي وفك التشفير وأخيراً كيفية تمثيل الأعداد الصحيحة الموجبة بالنسبة إلى قاعدة أكبر من الواحد.

 
 أهداف تعميمية:

 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:
  التوافقي.القسمة الصحيحة والحساب 
 .الأعداد الأولية والقاسم المشترك الأعظم 
 .المعادلات التوافقية وحميا وتطبيقاتيا 
 .التشفير التقميدي 
 .تمثيل الأعداد الصحيحة الموجبة 
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 𝒵 divisibilityقابمية القسمة في  .1
يعني وجود عدد صحيح  aيقسم العدد  bغير معدوم. القول أن العدد  bصحيحان وعددان  bو aليكن  :1تعريف 

k  :بحيث يكون  a kb  نقول كذلك أن العددb  قاسم لمعددa  أو أنa  مضاعف لمعددb نكتب .|b a  ونقرأb

 aيقسم 
 :1مثال 
 48  8.6  6ومنو | 48. 
   48  8 6    ومنو 6 | 48. 
  39  13 .3    3ومنو | 39. 
  39  13 .3    ومنو 13 | 39. 

𝒵 (  aنفس القواسم في  a–و aلمعددين الصحيحين : 1ملاحظة  kb  يعني –   a k b ( 
 بالزوجي، والذي لا يقبل القسمة بالفردي. 2نسمي العدد الذي يقبل القسمة عمى : 2تعريف 

 
 𝒵 properties of divisibilityخواص القسمة في 1.1. 

,من أجل الأعداد الصحيحة   ,  ,  a b c d :لدينا 
|a a و| 0a 1و| a 

0إذا كان  | a  0  فإنa  ذا كان 1a  فإن  1a|، وا   . 
a|إذا كان  b  فإن– |a b. 
a|إذا كان  b 0وb   فإنa b لكل عدد صحيح عدد منتو من القواسم 
a|إذا كان  b و|b a  فإنa b (   )a b  
a|إذا كان  b  و|b c  فإن|a c  :3)متعدية(. مثال 12و 12| | 3بالتالي  36 | 36  36  12.3. 
a|إذا كان  b  و|a c  فإن |a b c   حيث ,     عددان صحيحان. وبشكل خاص لدينا |a b c و

   |a b c و |a c b  :3مثال 3و 12| 3بالتالي  18| | 3و 30 | و 6 3 | 6  
a|إذا كان  b  فإن|a bc  :3مثال 36و 12.2  24يقسم  3بالتالي  12| 12.3 و 24 12. 2   
a|إذا كان  b  فإن|ac bc  :3مثال 3.5بالتالي  12| 15 | 60 12.5  
a|إذا كان  b و|c d  فإن|ac bd  وبشكل خاص|an bn  حيثn  :2عدد طبيعي. مثال | 3و 8 | بالتالي  9

2.3 6 | 72 8.9   23وكذلك 8 | 512 83  
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 𝒵 Euclidean divisionالقسمة الإقميدية في 2.1. 
، توجد ثنائية وحيدة bومن أجل كل عدد طبيعي  aمن أجل كل عدد صحيح : 1مبرىنة  ,  q r  من الأعداد

a    الصحيحة حيث:  bq r   0و   r b  تسمى عممية البحث عن الثنائية . ,  q r  بالقسمة الإقميدية لمعدد
a  عمى العددb ويسمى ،q وr  بيذا الترتيب حاصل وباقي القسمة الإقميدية لمعددa  عمى العددb. 

، ونحصل عمىbعمى عدد صحيح غير معدوم  aيمكن تمديد مفيوم القسمة الإقميدية لعدد صحيح : 2ملاحظة 
    a bq r  0و   r b  

 : 2مثال 
 38 5.7 3  ىو باقي القسمة. 8و 5عمى  83ىو حاصل قسمة  7، العدد 

ونلاحظ أن  7.5 38 7 1 .5   38و 7.5 3 . 
 96 7.13 5  ىو باقي القسمة. 5و 7عمى  96ىو حاصل قسمة  13، العدد 
 120 15.8 ىو باقي القسمة. 0و 15عمى  120ىو حاصل قسمة  8، العدد 
  38 5 8 2    8، العدد  38ىو حاصل قسمة  ىو باقي القسمة. 2و 5عمى 

ونلاحظ أن  8.5 38 8 1 .5       و 38 8.5 2   . 
 عمى الترتيب. 2و 5عمى  a. ما ىو باقي قسمة العدد 7ىو  10عدد صحيح باقي قسمتو عمى  a: 3مثال 

10  ، فيكون 10عمى  aىو حاصل قسمة  kالحل: بفرض أن    7a k  لتعيين باقي قسمة العدد .a  5عمى 
5  عمى الشكل  aنفكر في كتابة العدد    a q r   حيثq و r  0عددين صحيحين مع   5r   فيكون r  ىو

10  المطموب. من    7a k   نكتب   10   5  2  5 2 1   2a k k       وبالتالي فإن باقي قسمةa 
 .2ىو  5عمى 

نكتب  2عمى  aلإيجاد باقي قسمة    10   7  10   6  1  2 5 3   1a k k k         ومنو فإن باقي قسمة
a  1ىو 2عمى. 
 

 𝒵 congruencesالموافقات في 3.1. 
إذا وفقط  nأنيما متوافقان بترديد  bو aعددان صحيحان. نقول عن  bو aعدد طبيعي، وليكن  nليكن : 3تعريف 

إذا  |n b a  نكتب   a b mod n  أو a b n. 
k  𝒵  , ىذا ويمكن تعريف التواف  كما يمي:      a b n a b kn     

 bو aإذا وفقط إذا كان لمعددين  nمتوافقان بترديد  bو aعدد طبيعي. القول أن عددين صحيحين  n :2مبرىنة 
 .nنفس الباقي في القسمة الإقميدية عمى 

 :4مثال 
  27 92 5 2وىو  5نفس باقي القسمة عمى  27و 92، ذلك لأن لمعددين 
  26 11 5] 3.5 = 15 = 11 – 26، لأن 
  32 18 10  10.(5-) = 50- = 18 - 32-، لأن 
  12 34 11 ، 24 3 7 ، 20 1 7  ، 59 3 8   
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  من أجل كل عدد صحيح 3ملاحظة :a ،a ≡ 0[1]. 
2nعدد طبيعي  n: 1خاصية   كل عدد صحيح .a  يواف  بترديدn  باقي قسمتو عمىn أي أن . a r n 
 nعمى  aباقي قسمة  rحيث 

 𝒵خواص الموافقات في 
,، ومن أجل الأعداد الصحيحة nمن أجل كل عدد طبيعي   ,  ,  a b c d :لدينا 

1.  a a n )انعكاسية( 
   b a n a b n   )تناظرية( 

إذا كان  a b n و b c n  فإن a c n )متعدية( 
إذا كان  a b n  و|m n  فإن a b m. 
إذا كان a b n  و إذا كان c d n  فإن     a c b d n  . 
 إذا كان a b n  ذا كان و ا  c d n  فإن ac bd n وبشكل خاص إذا كان  a b n  فإن ak bk n 
 عدد طبيعي. kحيث 
255a  لتكن الأعداد الصحيحة : 5مثال   837  وb  3691  وc   أولًا عين باقي قسمة كل من الأعدادa وb 

a  . ثانياً وباستعمال الموافقات عين باقي قسمة كل من 11عمى العدد  cو b وac و    a b c   وa2 وabc 
 .11عمى العدد 

 عمى الترتيب. 6و 1و 2ىي  11عمى العدد  cو bو aبإجراء عممية القسمة نجد أن باقي قسمة كل من الأعداد 
لدينا  2 11a  و 1 11b  وبتطبي  خاصية الجمع نجد ،   3 11a b   ومنو باقي قسمة  a b  ىو  11عمى

3. 
لدينا  2 11a  و 6 11c  وبتطبي  خاصية الضرب نجد ، 12 11ac  وبما أن . 12 1 11  فإنو بالتعدي نجد
 1 11ac  ومنو باقي قسمة ،ab  1ىو  11عمى. 
لدينا  2 11a  و 1 11b  و 6 11c  وبتطبي  خاصية الجمع نجد ،     9 11a b c   ومنو باقي قسمة

    a b c   9ىو  11عمى. 
لدينا  2 11a  وبتطبي  الخاصية السادسة نجد ، 2 22 11a   أي 2 4 11a   2ومنو باقي قسمةa  ىو  11عمى

4. 
لدينا  2 11a  و 1 11b  و 6 11c  وبتطبي  خاصية الضرب نجد ، 12 11abc  وبما أن . 12 1 11  فإنو

بالتعدي نجد  1 11abc   ومنو باقي قسمةabc abc  1ىو  11عمى. 
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عددان صحيحان حيث  bو a: 6مثال  3 5a  و 4 5b  
2بين أن العدد  .1   a b  5يقبل القسمة عمى. 

2عين باقي قسمة العدد  22   a b  5عمى. 
تحق  أن  1 5b   2015، واستنتج باقي قسمةb 1436وb  5عمى. 

 الحل:
2لإثبات أن  .1   a b  باستعمال الموافقات، يكفي أن نثبت أن 5يقبل القسمة عمى ، 2   0 5a b  لدينا .

 3 5a   ومنو 2 6 5a   أي 2 1 5a   لأن( 6 1 5 وكذلك ) 4 5b  بالتالي بتطبي  خاصية ،
الجمع نجد  2   5 5a b   وبما أن 5 0 5 فإن  2   0 5a b   حسب خاصة التعدي. أي باقي

2قسمة    a b  2، ومنو العدد 0ىو  5عمى   a b  5يقبل القسمة عمى. 
2لتعيين باقي قسمة العدد  22   a b  باستعمال الموفقات، يكفي تعيين العدد5عمى ،  r حيث 2 22   5a b r  و

0   5r   لدينا 3 5a   ومنو 22 2.9 5a   أي 22 3 5a   لأن( 18 3 5 وكذلك ،) 4 5b   ومنو
وكذلك  2 16 5b   لأن( 16 1 5 :بالتالي وبتطبي  خاصية الجمع نجد .) 2 22   4 5a b  ومنو باقي قسمة ،
2العدد  22   a b  4ىو  5عمى. 

من الواضح أن  4 1 5  ولدينا بالفرض أن ، 4 5b  ومنو، باستعمال خاصية التعدي، نجد أن 1 5b  . 
بتطبي  الخاصة السادسة من الموافقات نجد    

20152015 1 5b    أي 2015 1 5b   2015، نستنتج أن باقي قسمةb 
. بنفس الطريقة نجد 4ىو  5عمى    

14361436 1 5b    أي 1436 1 5b  1436، نستنتج أن باقي قسمةb  ىو  5عمى
1 
 

 divisibility criteriaمعايير قابمية القسمة 4.1. 
إذا وفقط إذا كان رقم آحاده يقبل القسمة  2يقبل عدد صحيح القسمة عمى  (:2)معيار قابمية القسمة عمى  1فرضية 
 .2عمى 
 .2يقبل القسمة عمى  6لأن آحاده الرقم  2يقبل القسمة عمى  13486العدد : 7مثال 

إذا وفقط إذا كان مجموع أرقامو تقبل القسمة  3يقبل عدد صحيح القسمة عمى  (:3)معيار قابمية القسمة عمى  2فرضية 
 .3عمى 
1  1لأن  3يقبل القسمة عمى  11124العدد  :8مثال   1  2  4  9      3يقبل القسمة عمى. 

إذا وفقط إذا كان رقم آحاده يقبل القسمة  5: يقبل عدد صحيح القسمة عمى (5)معيار قابمية القسمة عمى  3فرضية 
 .5عمى 
 .5لأن رقم آحاده يقبل القسمة عمى  5يقبل القسمة عمى  725العدد : 9مثال 

إذا وفقط إذا كان مجموع أرقامو تقبل القسمة  9يقبل عدد صحيح القسمة عمى  (:9)معيار قابمية القسمة عمى  4فرضية 
 .9عمى 
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18  9  4  2  3لأن  9يقبل القسمة عمى  3249العدد  :10مثال     j  9قبل القسمة عمى. 
إذا وفقط إذا كان الفر  بين مجموع أرقامو  11يقبل عدد صحيح القسمة عمى  (:11)معيار قابمية القسمة عمى  5فرضية 

 .11الفردية )بدءاً من الآحاد( ومجموع أرقامو الزوجية يقبل القسمة عمى 
لأن  11يقبل القسمة عمى  54967العدد : 11مثال    7  9  5  –  6  4   11     11يقبل القسمة عمى. 

 
 greatest common divisorsالقاسم المشترك الأعظم  .2

لمجموعة القواسم الموجبة  𝒟 (a, b) نرمزحان كلاىما لا يساوي الصفر. عددان صحي bو aليكن  :4تعريف 
( وبالتالي تحوي عمى عنصر أكبر يُدعى 1ىذه المجموعة منتيية وليست فارغة )تحوي العنصر  bو aالمشتركة ل 

aأو  GCD(a, b). ونرمز لو بالرمز bو aالقاسم المشترك الأعظم ل  b. 
24 :12مثال  36  12   21 14  7    21 26  1 . 

 
 Euclidean algorithmخوارزمية اقميدس 1.2. 
aعددان طبيعيان وبفرض أن  bو aليكن  b  بالتالي يوجد عددان طبيعيان

1q 1وr  بحيث
1 1    a bq r  و

10    r b  بالتالي 
1  a b b r  . 

b يساوي القاسم المشترك الأكبر لمعدد الثاني bو a القاسم المشترك الأكبر لعددين طبيعيين a وباقي قسمة  . bعمى 
آخر باقي لا يساوي نكرر العممية نفسيا حتى يصبح باقي القسمة مساويا الصفر، عندئذ يكون القاسم المشترك الأكبر ىو 

 .الصفر
 168و 264سم المشترك الأعظم لمعددين احسب القا: 13مثال 

264  168.1  96   
158  96.1  72   
96  72.1  24   
72  24.3  0   

 24ىو  168و 264سم المشترك الأعظم لمعددين وبالتالي القا
 

 124و 600سم المشترك الأعظم لمعددين احسب القا: 14مثال 
600  124.4  104   
124  104.1  20   
104  20.5  4   
20  4.5  0   

 4ىو  124و 600سم المشترك الأعظم لمعددين وبالتالي القا
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 3003و 9945احسب القاسم المشترك الأعظم لمعددين : 15مثال 
9945  3003.3  936   
936  195.4  156   
195  156.1  39   
156  39.4  0   

 39ىو  3003و 9945المشترك الأعظم لمعددين  وبالتالي القاسم
 

 GCD propertiesخواص القاسم المشترك الأعظم 2.2. 
,من أجل الأعداد الصحيحة غير المعدومة   ,  a b k :لدينا 

1. 1  1a  و  a a a . 
  a b b a   )تبديمية( 

  |a b a a b   
  ( )ka kb k a b   

k|إذا كان  a و|k b  عندئذ| ( )k a b. 
 :16مثال 
  (36|12)لأن  12ىو  36و 12القاسم المشترك الأعظم لمعددين 
  600إذا كان 124  4  :1800، بالتالي 372  4.3  12  . 
 6|12  6وبالتالي  36|6و | (12 36)  12 . 

 
 الأعداد الأولية فيما بينها3.2. 
أنيا أوليان فيما بينيما إذا وفقط إذا  bو  aعددان صحيحان غير معدومان. نقول عن  bو aليكن : 5تعريف 

1a  المشترك الأعظم ليما الواحد:  b . 
7: 17مثال  11  1                1   1a a   ،a  𝒵 

 خواص الأعداد الأولية فيما بينيا
,من أجل الأعداد الصحيحة غير المعدومة   ,  a b c :لدينا 

 كل عدد صحيح أولي مع الواحد .1
1a  إذا كان  b  و|c b  1  عندئذa c  :2. مثال 25  1   5و | 2بالتالي  25 5  1 . 
D  عدد طبيعي غير معدوم.  Dإذا كان  a b   إذا وفقط إذا وجد عددان صحيحانc وd  أوليان فيما بينيما
a  بحيث  cD و  b dD  :12  6مثال 18   2.6  12بالتالي 3.6  18و  2وحيث 3  1   
  1a b   1  وa c   إذا وفقط إذا كان    1a bc  :2. مثال 3  1  2و 5  1   بالتالي

2   15c . 
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عددين  mو nأوليان فيما بينيما من أجل أي  mbو naقط إذا كان أوليان فيما بينيما إذا وف bو aالعددان 
2طبيعيان. مثال:  3  1   بالتالي   23 8 33 27   1     

 
 Bézout’s theoremمبرهنة بيزو 4.2. 
يحققان العلاقة vو uعددان صحيحان غير معدومان، يوجد عددان صحيحان  bو a )متطابقة بيزو(: 3مبرىنة 

    au bv a b  . 
18 :18مثال  24  6   أوجدu وv 

   6  18 1   24 1   1,    1u v        
 حساب أمثال متطابقة بيزو

 من خوارزمية إقميدس كما في المثال التالي )نطم  عمييا طريقة التراجع(. vو uيمكن حساب 
600وجدنا سابقاً أن : 19مثال  124  4  أوجد ،u وv  600  4بحيث   124u v . 

600  124.4  104          1L      
124  104.1  20                 2L     
104  20.5  4                     3L      
20  4.5  0   

– 104  4  نكتب 3Lمن المعادلة   5.20  4L 2. من المعادلةL  124  20نكتب –  1.104  نعوضيا في
 نحصل عمى: 4Lالمعادلة 

     4  104 –  5 124 –  1.104   124 5   104.6 5L     
– 600 104نكتب 1Lمن المعادلة   4.124 نعوضيا في المعادلة ،L5 :نحصل أخيراً عمى 

     4  124 5   6 600 –  4.124   600.6  124 29       
6u  بالتالي فإن   29  وv   : 600 124  4  600.6  124 29     

صحيحان غير معدومان أوليان فيما بينيما إذا وفقط إذا وجد عددان صحيحان  عددان bو a )مبرىنة بيزو(: 4مبرىنة 
u وv  1    بحيثau bv . 

بحيث  4-و 5أوليان فيما بينيما لوجود  26و 21العددان : 20مثال  1  5.21  4 .26   
a|أعداد صحيحة غير معدومة بحيث  c و bو a )مبرىنة غوص(: 5مبرىنة  bc  1  وa b   بالتالي|a c. 
3a  الأعداد : 21مثال   5  وb  9  وc  3 | 3و 45 5  1   3بالتالي | 9. 

 معكوس عدد في الموافقات 
1a  عدد صحيح غير معدوم بحيث  aعدد طبيعي و n  ليكن: 6فرضية  n  من أجل أي عددين صحيحين .x 

، لدينا: yو   ax ay n x y n  . 
: 22مثال  2 1 3 6 5  3. كما أن 1وىو  5نفس باقي القسمة عمى  36و 21لأن لمعددين 5  1  :بالتالي ،
 7 12 5 (21 2وىو  5ليما نفس باقي القسمة عمى  36و.) 

إذا وفقط إذا  n أنو قابل لمعكس )لو معكوس( بترديد  aعدد صحيح. نقول عن  aعدد طبيعي و n ليكن : 6تعريف 
بحيث  bوجد عدد صحيح  1ab n. 
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إذا وفقط إذا  n أنو قابل لمعكس )لو معكوس( بترديد  aعدد صحيح. نقول عن  aعدد طبيعي و  n ليكن  :7فرضية 
1a  كان  n . 

 عن طري  نظرية بيزو. aيتم حساب معكوس عدد صحيح : 4ملاحظة 
 [11]8أوجد معكوس العدد : 23مثال 

11  8.1  3          3  11 –  8.1      
8  3.2  2                 2  8 –  3.2      
3  2.1  1             1   3 –  2.1      
2  1.2  0   

     1  3 –  2.1  3 –  1 8 –  3.2   3.3 –  8  3 11 –  8.1  –  8  11.3  8 4        
إذن  1  11.3  8 4   بالتالي .  1 8 4 11   أو  1 8 7 11 لأن( 7 4 11  أي أن معكوس العدد .)

 .[11]7ىو  [11]8
من العلاقة  :5ملاحظة  1  11.3  8 4   [8]3ىو  [8]11، نستطيع القول أيضاً أن معكوس العدد. 

 
 least common multipleالمضاعف المشترك الأصغر  .3

عددان صحيحان كلاىما لا يساوي الصفر. مجموعة المضاعفات الموجبة تماماً المشتركة ل  bو aليكن  :7تعريف 
a وb  ىي مجموعة جزئية منتيية من𝒩  وليست فارغة وبالتالي تحوي عمى عنصر أصغر يُدعى المضاعف المشترك

aأو  LCM(a, b). ونرمز لو بالرمز bو aالأصغر ل  b. 
12 :24مثال  15  60   3 5  15    24 6  24 . 

 العلاقة بين القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك الأصغر
 عددان صحيحان كلاىما لا يساوي الصفر. لدينا العلاقة التالية: bو aليكن : 6مبرىنة 

( ) . ( ) a b a b ab   
24: 25مثال  36  12   24و 36  72 24.36  864  72.12     

 خواص المضاعف المشترك الأصغر
,من أجل الأعداد الصحيحة غير المعدومة   ,  a b k :لدينا 

1. 1  a a  و  a a a . 
  a b b a   )تبديمية( 

| ( )a a b 
  ( )ka kb k a b   

a|إذا كان  b  عندئذ  a b b  
a|إذا كان  k و|b k  عندئذ( ) |a b k 
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 prime numbersالأعداد الأولية  .4
انو أولي إذا وفقط إذا قبل قاسمين اثنين فقط: الواحد والعدد نفسو. نرمز لمجموعة  pنقول عن عدد طبيعي  :8تعريف 

 .Pالأعداد الأولية بالرمز 
 ىي أولية. 11 ,7 ,5 ,3 ,2عمى سبيل المثال الأعداد 

1)ليس عدد أولي  1العدد  :6ملاحظة  )P. 
 خواص الأعداد الأولية

pليكن  فرضية: P و,  a b عددان غير معدومان 
a.  لدينا|p a  1  أوp a . 
b.  إذا كان|p ab  فإن|p a  أو|p b 
c.  2إذا كانa   فإنa  يقبل قاسم أوليp 
d.  إذا كانa P2،، عندئذ p a    حيثp قاسم أولي لمعدد a 
 يوجد عدد لا نيائي من الأعداد الأولية. :7مبرىنة 
 عدد أولي 101بين أن  :26مثال 

لا يقبل القسمة عمى تمك  101. وبما أن العدد 7 ,5 ,3 ,2ىي  101بما أن الأعداد الأولية التي لا تتجاوز ال 
 الأعداد الأولية، بالتالي فيو عدد أولي.

 the sieve of Eratosthenesإراتوستينس  غربال
100يجب أن يكون ليا عامل أولي لا يتجاوز  100إن الأعداد المركبة التي ىي أصغر من  10 وبما أن الأعداد .

أعداد السابقة  4ىي ال  100، بالتالي الأعداد الأولية التي ىي أصغر من 7 ,5 ,3 ,2ىي  10الأولية التي لا تتجاوز 
 .7 ,5 ,3 ,2والتي لا تقبل القسمة عمى أي من  100إلى الأعداد التي ىي أكبر من الواحد وأصغر من  بالإضافة

. عمى سبيل المثال لإيجاد الأعداد الأولية nعدد  أصغر من التي ىي يجاد الأعداد الأوليةإراتوستينس في إ يفيد غربال
 نتبع ما يمي: 100التي ىي أصغر من 

)أول الأعداد الأولية(، يتم حذفيا.  2، عدا العدد 2. الأعداد التي تقبل القسمة عمى 100إلى  1أولًا نسرد الأعداد من 
. الأعداد التي تقبل ىذا العدد ىو العدد الأولي التاليوالذي لم يتم حذفو و  2ىو العدد الأول الأكبر من  3بما أن العدد 
ىذا العدد ىو والذي لم يتم حذفو و  3ىو العدد الأول الأكبر من  5يتم حذفيا. بما أن العدد  3العدد ، عدا 3القسمة عمى 

ىو العدد الأول الأكبر  7يتم حذفيا. بما أن العدد  5، عدا العدد 5. الأعداد التي تقبل القسمة عمى العدد الأولي التالي
يتم حذفيا.  7، عدا العدد 7. الأعداد التي تقبل القسمة عمى التاليىذا العدد ىو العدد الأولي والذي لم يتم حذفو و  5من 

بالتاي كافة الأعداد المتبقة  7أو  5أو  3أو  2تقبل القسمة عمى  100وبما أن الأعداد المركبة التي ىي أصغر من 
 ىي أولية، كما ىو مبين في الجدول التالي: 1عدا العدد 
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، عدا 2حمة الأولى حيث وضع سطر تحت الأعداد الصحيحة القابمة لمقسمة عمى تبين الموحة الأولى من الجدول المر 
، وتبين الموحة الثانية من الجدول المرحمة الثاني حيث وضع سطر تحت الأعداد الصحيحة القابمة لمقسمة عمى 2العدد 

، وتبين الموحة الثالثة من الجدول المرحمة الثالثة حيث وضع سطر تحت الأعداد الصحيحة القابمة 3، عدا العدد 3
، وتبين الموحة الرابعة والأخيرة من الجدول المرحمة الرابعة حيث وضع سطر تحت الأعداد 5، عدا العدد 5لمقسمة عمى 

بقية غير المسطرة الأعداد الأولية التي ىي أصغر من . تمثل الأعداد المت7، عدا العدد 7الصحيحة القابمة لمقسمة عمى 
 ، والتي ىي:100

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 
97 
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إلى  n. عندئذ يمكن تحميل العدد 2عدد صحيح أكبر أو يساوي  nليكن  )المبرىنة الأساسية في الحساب(: 8مبرىنة 
جداء أعداد )عوامل( أولية. يوجد إذن عدد منتو من الأعداد الأولية 

1 2,  ,  ,  kp p p  وعدد منتو من الأعداد الطبيعية
,1غير المعدومة  2 ,  ,  ka a a  1بحيث 2

1 2 ... ka a a
kn p p p. 

27:3مثال  26936  2 .3.17. 
2nيفيد تحميل عدد   .في إيجاد القواسم الموجبة ليذا العدد 

2ليكن العدد : 28مثال  3  36  2.2.3.3  2 .3n     الموجبة ىي: 36قواسم العدد 
0 02 .3   1  
0 12 .3   3  
0 22 .3   9  
1 02 .3   2  
1 12 .3   6  
1 22 .3   18  
2 02 .3   4  
2 12 .3   12  
2 22 .3   36  

 
. عمى سبيل المثال mو n البسيط لعددينكما يفيد التحميل في لإيجاد القاسم المشترك الأعظم والمضاعف المشترك 

لإيجاد القاسم المشترك الأعظم نأخذ العوامل المشتركة لمعددين بأصغر أس ليا، ولإيجاد المضاعف المشترك لمعدين نأخذ 
 العوامل المشتركة وغير المشتركة لمعددين بأكبر أس ليا.

 
2  168  3ليكن لدينا العددين :29مثال  .3.7 n    2  60  2و .3.5m  :لدينا بالتالي . 

2  2 .3  12n m    
3  2 .3.5.7  840n m    
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 solving congruences حل الموافقات .5
 linear congruencesالموافقات الخطية 1.5. 

نسمي التواف  من الشكل  ax b m  تواف  خطي، حيثm عدد صحيح موجب و,  a b عددان صحيحان و x 
التي تحق  معادلة التواف   x متحول. حل ىذه المعادلة يعني إيجاد كل قيم  ax b m 

]1 )في حال وجوده( بحيث يكون aإحدى الطر  تكمن في استخدام عدد صحيح  ]aa m نسمي العدد .a 
1a  . وجدنا سابقاً أن المعكوس موجود إذا وفقط إذا كان mبترديد  aمعكوس العدد  m  (a وm  أوليان فيما

 بينيما(.
، نستطيع حل المعادلة mبترديد  aمعكوس  aحالما وجدنا  ax b m  بضرب طرفي المعادلة التوافقية بa ،

 كما يبينو المثال التالي:
ما ىو حل التواف  الخطي : 30مثال  3 4 7x ؟ 

3. بما أن 7و 3عن طري  إيجاد أمثال بيزو لمعددين  [7]3الحل: بداية عمينا إيجاد معكوس  7  1  بالتالي ،
 :7و 3موجود. خوارزمية إقميدس لإيجاد القاسم المشترك الأعظم لمعددين  7بترديد  3معكوس العدد 

7  2.3  1   
2.3  1.7  1    

. )لاحظ أن أي 7بترديد  3ىو معكوس ال  2-. بالتالي فإن 1و 2-وىي  7و 3عددين وىذا يعطي مباشرة أمثال بيزو لم
 (.… ,12 ,9- ,5، مثل الأعداد 3ىو أيضاً معكوس ل  7بترديد  2-عدد صحيح مواف  ل 

نحصل عمى:  2-نقوم الآن بضرب طرفي المعادلة التوافقية ب     2 3 2 4 7x    أو 6 8 7x    وبما أن
 6 1 7  و 8 6 7   ينتج أن 8 6 7x   . 

المعادلة      ax by c 
باستخدام تعريف التواف ، المعادلة من الشكل  ax b m  ليا حمول إذا وفقط إذا كان –  ax b  قابل لمقسمة عمى

m إذا وفقط إذا كان . –    ax b mk حيث ،k  عدد صحيح. لنعيد ترتيب ىذه المعادلة ولنفرض أن  y k 

ax    ، ينتج لدينا my b . 
حل التواف  الخطي من الشكل : 1نتيجة  ax b m  يكافئ تماماً حل المعادلة الخطية    ax my b . 

,لتكن الأعداد   ,  a m b  أعداد صحيحة بحيث,  a m  :غير معدومين. لنيتم بالمعادلة      ax my b E   ذات
,المجاىيل   x y  أعداد صحيحة(. نفرض أن(  d a m . 
تقبل المعادلة  :9مبرىنة  E  حلًا إذا وفقط إذا كان|d b  1  )بشكل خاص إذا كانa m .) 

حمول المعادلة  :10مبرىنة  E  :ىي من الشكل
0

0

km
x x

d

ka
y y

d


 


  


و  k  𝒵، حيث  0 0,  x y  حل خاص ل

 E 
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لنبحث عن حمول المعادلة  :31مثال  E123   67   10x y   
 باستخدام خوارزمية إقميدس: 67و 123لنبحث عن القاسم المشترك الأعظم لمعددين 

123  67.1  56                 1L     
67  56.1  11                 2L     
56  11.5  1                  3L     

123يبرىن أن ىذا  67  1 . 
123بحيث  v و uلنوجد الآن أمثال متطابقة بيزو، أي إيجاد    67   1u v  3. لدينا حسب المعادلةL: 

1  56 –  5.11  
 نحصل عمى: 2Lبقيمتيا من المعادلة  11ومن ثم بتعويض 

 1  56 –  5 67 –  56.1   6.56 –  5.67   
 نحصل عمى: 1Lبقيمتيا من المعادلة  56ومن ثم بتعويض 

 1  6 123 –  67  –  5.67  
 أخيراً نحصل عمى:

 6.123  11 .67  1    
بالتالي فإن حل خاص لممعادلة  E  ىو   0 0,    60,  110x y    الآن بفرض أن ,  x y  ىو حل آخر

لممعادلة  E  مختمف عن 0 0,  x y :عندئذ يكون لدينا ،   123 60   67 110x y     وىكذا فإن
 67 |123 60x  123، وبما أن 67  1   :67فإنو حسب مبرىنة غوص | 60x يوجد . أي أنوk  𝒵  ثبحي 

  60  67x k  110  ، وبالتعويض نحصل عمى –  123y k . 
مما سب  نستنتج أن حمول المعادلة  E  ىي من الشكل 60  67 ,  110 –  123k k . 

 
 the Chinese remainder theoremمبرهنة الباقي الصيني 2.5. 
 مبرىنة الباقي الصيني لحل جممة من الموافقات الخطية.تستخدم 
لتكن الأعداد الطبيعية  :11مبرىنة 

1 2,  ,  ,  nm m m  1  مثنى مثنى أولوية فيما بينيا، أيmi mj    من أجل
i jm m  والأعداد الصحيحة

1 2,  ,  ,  na a a لجممة من الموافقات الخطية:. عندئذ 
 1 1x a m  
 2 2x a m  
 n nx a m  

1حل وحيد بترديد  2  nm m m m  يوجد حل( .x  بحيثx والحمول الأخرى ىي متوافقة مع ،x  بترديدm. 
k/  لبناء الحل نفرض أن  kM m m  1  من أجل,  2,  ,  k n بمعنى أن ،  kM  ىو جداء الترديدات فيما عدا

miأية عوامل مشتركة أكبر من الواحد من أجل  kmو im. وبما أنو لا يوجد بين الترديدين kmالترديد  mk ،
1mk  بالتالي  Mk  بالتالي يوجد عدد صحيح .ky  معكوس  kM  بترديدkm بحيث ، 1k k kM y m 

 يمكن البرىان عمى أن الحل ىو من الشكل:
 1 1 1 2 2 2      n n nx a M y a M y a M y m      
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 ما ىو حل الجممة التالية:: 32مثال 
 2 3 ,x   
 3 5 ,x   
 2 7 ?x   

الحل:      3 5 7   105m   و
1   / 3  35M m  و

2   / 5  21M m  و
3  / 7  15M m   العدد

ىو معكوس  2
1   35M   لأن  3بترديد     35 2 2 2 1 3   ىو معكوس  1العدد و

2   21M   لأن  5بترديد
   21 1 1 5  ىو معكوس  1العدد و

3   15M   لأن  3بترديد   15 1 1 7:بالتالي الحل ىو من الشكل . 
          1 1 1 2 2 2 3 3 3    2 35 2   3 21 1   2 15 1 233 23 105x a M y a M y a M y         

 
 Fermat’s little theoremمبرهنة فيرما 3.5. 

1يقسم  pمن بين العديد من الاكتشافات اليامة في نظرية الأعداد لمعام الفرنسي فيرما أن   –  1pa   من أجل أي عدد
 .pغير قابل لمقسمة عمى  aوأي عدد صحيح  pأولي 

pو a  𝒵 ليكن: 12مبرىنة  P 1  . إذا كانa p  عندئذ ، 1 1pa p . 
pو a  𝒵ليكن  :2نتيجة  P 1  . إذا كانa p  عندئذ ، pa a p. 
8a  ليكن : 33مثال    3  وp   8من الواضح أن 3  1 بالتالي فإن ، 1 2  8  64 1 3pa     كما أن .

   3  8  512 2 3 8 3pa    . 
أوجد  :34مثال  2227 11 

الحل: باستخدام مبرىنة فيرما نجد أن  107 1 11 بالتالي ،   107 1 11k   من أجل أي عدد صحيحk وبملاحظة .
2  22.10  222أن   :ينتج 

     
2272 22222 22.10 2 107   7   7 1 .49 5 11     

 
 pseudoprimesأولية  شبه الأعداد4.5. 

، والتي تستفيد من صعوبة public-key cryptographyللأعداد شبو أولية أىمية كبيرة في التشفير بالمفتاح العمومي 
 تحميل الأعداد الكبيرة إلى عوامميا الأولية.

عدد موجب مركب و يحق  العلاقة التالية  nعدد صحيح موجب. إذا كان  bليكن  :9تعريف  1 1nb n  عندئذ ،
 .bعدد شبو أولي لمقاعدة  nنسمي 
لأنو أولًا عدد مركب  2ىو عدد شبو أولي لمقاعدة  341العدد : 35مثال  341  11.31 ولنبرىن الآن أن .
 3402 1 341. 

باستخدام مبرىنة فيرما نجد أن  102 1 11 بالتالي فإن ،       
34 34340 102   2 1 11 1 11   وبما أن .

 32 1 31 بالتالي ،       
68 68340 52   2 1 31 1 31  . 

، وبما أن 11.31  341اوليان فيما بينيما وأن  31و 11يمكن البرىان عمى أنو بما أن العددان  3402 1 11  وكذلك
 3402 1 11 بالتالي ، 3402 1 341. 
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تحديد فيما إذا كان  nليكن لدينا عدد صحيح موجب  12 1n n   ىو اختبار مفيد حيث يزود بعض الأدلة بشأن ما
ذا لم 2العلاقة التوافقية، عندىا يكون إما عدد أولي أو عدد شبو أولي للأساس  nأولي. إذا حق   nغذا كان العدد  . وا 

 يحق  تمك العلاقة فيو عدد مركب.
 
 applications of congruencesتطبيقات الموافقات  .6

لمموافقات العديد من التطبيقات في الرياضيات المتقطعة وفي عموم الحواسيب وفي العديد من التخصصات الأخرى. 
 تطبيقات توابع التقطيع وتوليد الأعداد شبو عشوائية وأخيراً اختبار الأرقام. 3سنتكمم ىنا عن 

 
 hashing functionsتوابع التقطيع 1.6. 

تفظ الحاسب المركزي لشركة تأمين بسجلات لكل زبون من زبائنيا. كيف يح
يمكن تعيين مواقع الذاكرة بحيث يمكن استرجاع سجلات الزبائن بأكبر سرعة؟ 

بشكل  hashing functionحل ىذه المسألة يتم باستخدام توابع تقطيع 
يد ، الذي يعرف بشكل وحkeyمناسب. يتم تحديد السجلات باستخدام مفتاح 

 كل سجل من سجلات الزبائن.
عمى سبيل المثال يتم تعريف سجلات الزبائن باستخدام رقم الضمان الصحي 

social security  لمزبون كمفتاح. يعين تابع التقطيعh  موقع في الذاكرة
 h k  إلى السجل الذي مفتاحوk. 

عممياً يوجد العديد من توابع التقطيع أشيرىا التابع      h k k m حيث ،m .عدد مواقع الذاكرة المتاح 
أوجد مواقع الذاكرة المعينة بتابع التقطيع : 36مثال      111h k k  إلى سجلات الزبائن التي رقم ضمانيا الصحي

 .037149212و 064212848
، ويعين سجل الزبون الذي رقم 14موقع الذاكرة  064212848الحل: يعين سجل الزبون الذي رقم ضمانو الصحي 

 65موقع الذاكرة  037149212ضمانو الصحي 
   064212848   064212848 111   14h    
   037149212   037149212 111   65h    

بما أن تابع التقطيع ليس تابع متباين بالتالي يمكن لسجمين مختمفين أن يعينا نفس موقع الذاكرة، في ىذه الحالة نقول أنو 
. إحدى الطر  المستخدمة لحل مسألة التصادم ىي تعيين أول موقع ذاكرة حرّ يمي موقع الذاكرة collisionحدث تصادم 

 ل التالي:الذي حدث فيو التصادم، كما يبينو المثا
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بعد تعيين مواقع الذاكرة في المثال الساب ، أوجد موقع الذاكرة المعينة إلى سجل الزبون التي رقم ضمانو  :37مثال 
 .107405723الصحي 
الحل:    107405723   107405723 111   14h   أي أن سجل الزبون الذي رقم ضمانو الصحي ،

. 064212848والتي ىي محجوزة من قبل الزبون الذي رقم ضمانو الصحي  14يعين موقع الذاكرة  107405723
فإنو يتم يعين سجل الزبون الذي رقم ضمانو  14ىو أول موقع غير مشغول يمي الموقع  15بالتالي وبما أن موقع الذاكرة 

 .15موقع الذاكرة 107405723الصحي 
linear probing function،في المثال الساب  استخدمنا تابع السبر الخطي      ,      h k i h k i m  ،

,0  لمبحث عن أول موقع ذاكرة غير مشغول وحيث   1,  ,  1i m  . 
 

 pseudorandom numbersالأعداد شبه عشوائية 2.6. 
المستخدمة . يوجد العديد من الطر  computer simulationتفيد الأعداد شبو عشوائية في عممية النمذجة الحاسوبية 
 في توليد تمك الأعداد أشيرىا طريقة الموافقات الخطية.

 seedوأخيراً النواة  increment c، التزايد multiplier a، الضارب modulus mأعداد صحيحة: الترديد  4نختار 
0x 2، حيث   a m  0و   c m  و

00   x m  نولد متتالية من الأعداد شبو عشوائية . nx حيث ،
0   nx m   من أجل كلn  باستخدام العلاقة العودية  1     n nx ax c m  . 

9m  أوجد متتالية الأعداد شبو عشوائية المولدة بطريقة الموافقات الخطية بحيث : 38مثال   7  وa  4  وc  و
0   3x . 

الحل: نحسب حدود المتتالية من العلاقة   1   7   4 9n nx x    والقيمة الابتدائية
0  3x  

 
     1 0  7   4 9   7.3  4 9   25 9   7x x       
     1 0  7   4 9   7.3  4 9   25 9   7x x       
     2 1  7   4 9   7.7  4 9   53 9   8x x       
     3 2 7   4 9   7.8  4 9   60 9   6x x       
     4 3  7   4 9   7.6  4 9   46 9   1x x       
     5 4  7   4 9   7.1  4 9   11 9   2x x       
     6 5  7   4 9   7.2  4 9   18 9   0x x       
     7 6  7   4 9   7.0  4 9   4 9   4x x       
     8 7  7   4 9   7.4  4 9   32 9   5x x       
     9 8  7   4 9   7.5  4 9   39 9   3x x       

 
9بما أن  0  x x :وبما أن كل حد يعتمد عمى الحد الذي يسبقو، نرى أن المتتالية المولدة ىي التالية 

3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, 7, 8, 6, 1, 2, 0, 4, 5, 3, … 
 عناصر مختمفة قبل أن تتكرر. 9تحوي ىذه المتتالية 
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 Check Digitsاختبار الأرقام 3.6. 
تُستخدم الموافقات لمتحق  من وجود الأخطاء في سلاسل الأرقام. يوجد تقنية لكشف الأخطاء في مثل ىذه السلاسل ىي 

ستخدام تابع خاص. بعدئذ لتحديد ما إذا إضافة رقم إضافي في نياية السمسمة ويتم حساب ىذا الرقم )رقم الاختبار( با
 كانت سمسمة الأرقام صحيحة يتم إجراء فحص لمعرفة ما غذا كان الرقم الأخير لديو القيمة الصحيحة.

 parity check bitsبت اختبار التكافؤ )التماثل( 
تخزينيا أو إرساليا يضاف  يتم تمثيل المعمومات الرقمية بسمسمة من البيتات، مقسمة إلى حزم بحجم معين. قبل أن يتم

إلى كل حزمة بت إضافي في نيايتيا يسمى بت اختبار التكافؤ. لتكن سمسمة البيتات 
1 2   nx x x نعرف بت اختبار ،

التكافؤ 
1nx 

ب:   1 1 2        2n nx x x x      ىذا يعني أن قيمة .
1nx 

إذا كان عدد الواحدات  0وي تسا 
 إذا كان ىذا العدد فردي. 1بت( وتساوي  n زوجي )ضمن حزمة ال

إذا كانت قيمة بت التكافؤ خاطئة نستنتج بوجود خطأ، أما إذا كانت قيمتو صحيحة من الممكن أيضاً وجود خطأ. أي أن 
 يكشف العدد الزوجي منيا. بت التكافؤ يكشف العدد الفردي من الأخطاء ولا

كل واحدة منيما تنتيي ببت اختبار التكافؤ. ىل  11111111و 01100101نفرض أننا استقبمنا السمسمتين  :39مثال 
 عمينا قبوليما عمى أساس صحيحتان؟

، وبما أن1الحل: لنمتحن بت اختبار التكافؤ لكل منيما. من أجل السمسمة الأولى نجد أن قيمة ىذا البت ىو 
 0  1  1  0  0  1  0  1 1 2        بالتالي بت اختبار التكافؤ ليا صحيح. أما من أجل السمسمة الثانية ،

، وبما أن 0نجد أن قيمة ىذا البت ىو  1  1  0  1  0  1  1  0 1 2        بالتالي بت اختبار التكافؤ ليا ،
ك، أما السمسمة الثانية فبالتأكيد أن غير صحيح. نستنتج أن السمسمة الأولى ربما تم نقميا بشكل صحيح ونقبميا مع ذل

 نقميا لم يتم بشكل صحيح وبالتالي نرفضيا.
 Universal Product Codes (UPCs)رمز المنتج العالمي 

أرقام التالية  5رقم عشري: الرقم الأول يمثل صنف المنتج، ال  12تتميز منتوجات البيع برمز عالمي عادة مؤلف من 
أرقام التالية تمثل المنتج بحد ذاتو، أما الرقم الأخير فيو رقم اختبار. يتم تحديد رقم  5تمثل الشركة المصنعة، وال 

 الاختبار بالمعادلة التالية:
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 123     3     3    3    3     3   0 10x x x x x x x x x x x x             

، فما ىو رقم الاختبار؟ ثانياً ىل 79357343104ىي  UPCرقم من  11أولًا بفرض أن ال  :40مثال 
 صحيح؟ UPCىو رقم  041331021641

 الحل: نحسب رقم الاختبار من المعادلة السابقة:
 123.7  9  3.3  5  3.7  3  3.4  3  3.1  0  3.4  0 10x             

 1221  9  9  5  21  3  12  3  3  12  0 10x            
 1298  0 10x   

 12 2 10x   
 .2بالتالي رقم الاختبار ىو 

 صحيح أم لا نعوض الأرقام في المعادلة  UPCىو رقم  041331021641من أجل اختبار أن 
   3.0  4  3.1  3  3.3  1  3.0  2  3.1  6  3.4  1 4 10 0 10              
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 صحيح. UPCليس رقم  041331021641بالتالي 
 International Standard Book Number (ISBN-10)الموحد لمكتاب الترقيم الدولي 

أرقام  10جميع الكتب يتم تمييزىا برقم دولي موحد مؤلف من 
1 2 10   x x x x10 ًيتم تعيينيا من قبل الناشر )حديثا ،

من مجموعة من الأجزاء  ISBN-10ليتم تمييز عدد أكبر من الكتب(. يتألف  ISBN-13رقم  13تم استبدالو ب 
 لتمييزه: لغة النشر، الناشر، عدد خاص بالكتاب نفسو يعطى من قبل الشركة الناشرة وأخيراً رقم اختبار )إما رقم أو

(. يتم اختيار رقم الاختبار كما يمي: 10المستخدم لتمثيل الرقم  Xالحرف 
9

10

1

[11]i

i

x i x


 ،أو بشكل مكافئ ،

10

1

0[11]i

i

i x


. 

، فما ىو رقم 007288008من الاصدار السادس لكتاب ىي  ISBN-10أرقام من  9أولًا بفرض أن ال  :41مثال 
 صحيح؟ ISBN-10ىو رقم  084930149Xالاختبار؟ ثانياً ىل 

الحل: يتم تعيين رقم الاختبار بالمعادلة 
10

1

0[11]i

i

i x


. 

 10 1.0  2.0  3.7  4.2  5.8  6.8  7.0  8.0  9.8 11x           
   10 189 11 2 11x    

 2بالتالي رقم الاختبار ىو  10   2x . 

صحيح أم لا نرى فيما إذا كان  ISBN-10ىو رقم  084930149Xلتبيان فيما إذا كان 
10

1

0[11]i

i

i x


: 

 1.0  2.8  3.4  4.9  5.3  6.0  7.1  8.4  9.9  10.10 299 2 0 11             
 صحيح. ISBN-10ليس رقم  084930149Xبالتالي 

 
 cryptographyالتشفير  .7

البيانات. التشفير يمكننا من تخزين المعمومات أو نقميا  تشفير وفك لتشفير الرياضيات يستخدم الذي العمم ىو التشفير
عدا الشخص المرسل لو. وحيث  ما شخص أي قبل من قراءتيا يمكن لا عبر الشبكات الغير آمنة، مثل الإنترنت، وعميو

 الاتصالات خر و  لكسر عمم التشفير ىو وفك تحميل فإن المعمومات، وسرية أمن لحفظ المستخدم العمم ىو التشفير أن
 الآمنة.

 التشفير التقميدي
يعتبر تشفير قيصر واحدة من أقدم الاستخدامات المعروفة في التشفير التي ابتدعيا يوليوس قيصر. صنع رسائل سرية 

  الحروف قبل الإزاحة ىو: ترتيب فان أحرف إلى الأمام. وعميو 3من خلال إزاحة كل حرف في الأبجدية 
A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 

 :التالي وبعد الإزاحة تصبح عمى الشكل
D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z A B C 
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، 25حتى  0أي بعدد من  ،𝒵/26𝒵لمتعبير عن تشفير قيصر رياضياً، نبدل أولًا كل حرف من الأبجدية بعدد من 
 .25ب  Z، ... و 1ب  B، 0ب  Aويساوي ترتيبو )الحرف( ناقص واحد، عمى سبيل المثال نبدل 

p ،25pالذي يُعين )يُمح ( إلى العدد الصحيح غير السالب  fيمكن تمثيل تشفير قيصر بالتابع  العدد الصحيح ، 
 f p  حيث {25 , … ,2 ,1 ,0}ضمن المجموعة ،        3 26f p p . 

بالحرف الممثل ب  pفي النسخة المشفرة من الرسالة، يتم استبدال الحرف الممثل ب     3 26p . 
 باستخدام شيفرة قيصر. "MEET YOU IN THE PARK"ما ىي الرسالة السرية الناتجة من الرسالة  :42مثال 

 الحل: أولًا نبدل أحرف الرسالة بالأعداد، وىذا ينتج
12 4 4 19 24 14 20 8 13 19 7 4 15 0 17 10 

ب  pالآن لنبدل كل عدد        3 26f p p عمى ، نحصل 
15 7 7 22 1 17 23 11 16 22 10 7 18 3 20 13 

 ."PHHW BRX LQ WKH SDUN"بالعودة إلى الأحرف نحصل عمى الرسالة المشفرة 
1fمن أجل الحصول عمى الرسالة الأصمية من الرسالة السرية المشفرة بشيفرة قيصر، نستخدم التابع العكسي    لمتابع

f حيث ،    1    –  3 26f p p .العممية ىذه تسمى فك التشفير . 
 ، بالتالي يصبح تابع التشفير كما يمي:3بدلًا من  kيمكن تعميم شيفرة قيصر باستخدام إزاحة مقدارىا  :7ملاحظة 

        26f p p k  وتابع فك التشفير ،    1    –  26f p p k . 
باستخدام شيفرة قيصر و "STOP GLOBAL WARMING"ما ىي الرسالة السرية الناتجة من الرسالة : 43مثال 

  11k . 
 الحل: أولًا نبدل أحرف الرسالة بالأعداد، وىذا ينتج

18 19 14 15 6 11 14 1 0 11 22 0 17 12 8 13 6 
ب  pالآن لنبدل كل عدد         11 26f p p نحصل عمى ، 

3 4 25 0 17 22 25 12 11 22  7 11 2 23 19 24 17 
 ."DEZA RWZMLW HLCXTYR"بالعودة إلى الأحرف نحصل عمى الرسالة المشفرة 

رة باستخدام شيفرة والمشفّ  "LEWLYPLUJL PZ H NYLHA ALHJOLY"فك الرسالة المشفرة التالية  :44مثال 
7k  قيصر و . 

 الحل: أولًا نبدل أحرف الرسالة المشفرة بالأعداد، وىذا ينتج
11 4 22 11 24 15 11 20 9 11 15 25 7 13 24 11 7 0 0 11 7 9 14 11 24 

ب  pالآن لنبدل كل عدد         7 26f p p نحصل عمى ، 
4 23 15 4 17 8 4 13 2 4 8 18 0 6 17 4 0 19 19 4 0 2 7 4 17 

 ."EXPERIENCE IS A GREAT TEACHER"بالعودة إلى الأحرف نحصل عمى الرسالة الأصمية 
يمكن تعميم التشفير بالإزاحة باستخدام تابع من الشكل         26f p ap b  حيث ،a وb  عددان صحيحان

1a  26وىذا يتحق  عندما يكون  bijectionتقابل  fيتم اختيارىما بحيث يكون التابع   نسمي التشفير من ىذا .
 .affineالنوع بالتشفير التآلفي 
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عند استخدام التابع  Kف ر ىو الحرف الذي يبدل الحما : 45مثال       7   3 26f p p  من أجل التشفير؟ 
. باستخدام تابع التشفير المحدد ينتج أن Kتمثل  10الحل: بداية لنلاحظ أن     10   7.10  3 26   21f    .

 في الرسالة المشفرة. Vبالحرف  K، إذن يستبدل الحرف Vتمثل  21بما أن 
لنرى الآن كيفية فك التشفير التآلفي. بفرض أن       26c ap b   1  26معa  كي نتمكن من التشفير .

. من أجل ذلك نطب  التشفير التوافقي cبدلالة  pعمينا التعبير عن     26c ap b  ولنحميا من أجل ،p. 
من كلا الطرفين نحصل عمى  bنطرح أولًا    26c b ap  1  26. وبما أنa  نعرف بأنو يوجد معكوس ،a 

)نحصل عمى a. لنضرب طرفي المعادلة الأخيرة ب 26بترديد  aل  ) [26]a c b aap  بما أن .
1[26]aa  وىذا يعطي ،( )[26]p a c b . 

 
 representations of integersتمثيل الأعداد الصحيحة  .8

 بالنسبة 625نستخدم في الحياة اليومية الرمز العشري لتمثيل الأعداد الصحيحة، عمى سبيل المثال يتم تمثيل العدد 
كما يمي:  10للأساس   2

10
625   6.10   2.10  5   الحواسب 10. يمكننا استخدام أسس مختمفة عن ال ،

 (.16( والنظام الست عشري )أساس 8( والنظام الثماني )أساس 2تستخدم بشكل خاص النظام الثنائي )أساس 
عدد صحيح موجب، عندئذ يمكن تمثيمو بطريقة وحيدة  nعدد صحيح أكبر من الواحد. إذا كان  bليكن : 13مبرىنة 

بالشكل: 
1 1 1 0          k k k kn a b a b ab a       حيث ،k عدد صحيح غير سالب و

0 1,  ,  ,  ka a a, 
0kaو bإعداد صحيحة غير سالبة أصغر من  . 

2b  من أجل    نحصل عمى التمثيل الثنائيbinary  للأعداد الصحيحة. في التمثيل الثنائي كل رقمdigit  عبارة عن
 (.bit)يسمى بت  1أو  0

ما ىو العدد العشري الذي تمثيمو الثنائي ىو  :46مثال  
2

101011101 
  8 7 6 5 4 3 2 1 0

2
101011101   1.2  0.2   1.2   0.2  1.2   1.2   1.2   0.2   1.2   349           

8b  من أجل    نحصل عمى التمثيل الثمانيoctal  للأعداد الصحيحة. في التمثيل الثماني كل رقم يمكن أن يكون
 .7إلى  0عن 
ما ىو العدد العشري الذي تمثيمو الثماني ىو  :47مثال  

8
7012 

  3 2 1 0

8
7012   7.8   0.8   1.8  2.8   3594      

16b  من أجل    نحصل عمى التمثيل الست عشريhexadecimal  للأعداد الصحيحة. في التمثيل الست عشري
,0الأرقام ىي   1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  ,  ,  ,  ,  ,  A B C D E F  حيث الأحرف منA  إلىF  تمثل الأرقام من

 .15إلى  10
ما ىو العدد العشري الذي تمثيمو الست عشري ىو : 48مثال  

16
2 1 0A E 

  4 3 2 1 0

16
2 1 0   2.16  10.16   1.16   14.16   0.16   172512A E        

بتات ثنائية لتعطي رقم ست  4لمتحويل من التمثيل الثنائي إلى التمثيل الست عشري يكفي تجميع كل  :8ملاحظة 
42عشري )لأن    16 عمى سبيل المثال .)   

2 16
0110 1101   6D لأن ،   

2 16
0110   6 و

   
2 16

1101  D. 
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32بتات ثنائية لتعطي رقم ثماني )لأن  3لمتحويل من التمثيل الثنائي إلى الثماني يكفي تجميع كل  :9ملاحظة    8 .)
عمى سبيل المثال    

2 8
01 111 101   175 لأن ،   

2 8
101   5  و   

2 8
111   7 و(  2 8

01)   1   
  b base conversionل للأساس التحويل إلى التمثي

 فنحصل عمى حاصل قسمة وباقي  bعمى  n. نقسم nليكن لدينا العدد الموجب 
0 0   n bq a  ،

00  a b  
الباقي 

0a  يكون الرقم أقصى اليمين في تمثيل العددn  للأساسb بعدىا نقسم .
0q  عمىb  نحصل

0 1 1   q bq a  ،
10  a b   ويكون الباقي

1a  الرقم الثاني من اليمين في تمثيل العددn  للأساسb نستمر في .
 عممية القسمة إلى أن نحصل في النياية عمى حاصل قسمة مساوي لمصفر.

أوجد التمثيل الثماني لمعدد  :49مثال  
10

123456. 
123456  8.15432  0   
15432  8.1929  0   
1929  8.241  1   
241  8.30  1   
30  8.3  6   
3  8.0  3   

   
10 8

 123456  361100 
أوجد التمثيل الست عشري لمعدد  :50مثال  

10
123456. 

123456  16.7716  0   
7716  16.482  4   
482  16.30  2   
30  16.1  14   
1  16.0  1   

   
10 16

 123456  1 240E 
أوجد التمثيل الثنائي لمعدد  :51مثال  

10
245. 

245  2.122  1   
122  2.61  0   
61  2.30  1   
30  2.15  0   
15  2.7  1   
7  2.3  1   
3  2.1  1   
1  2.0  1   

   
10 2

  245   11110101 
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 1يبين الجدول التالي التحويل بين الأسس الأساسية )العشري والثنائي والثماني والست عشري( للأعداد الصحيحة من 
 .15ولغاية 

 
أوجد التمثيل الثماني والست عشري لمعدد  :52مثال  

2
، وكذلك التمثيل الثنائي لمعددين 11010011100111 

8
765 

و 
16

5A E. 
   

2 8
11 010 011 100 111   32347  
   

2 16
11 0100 1110 0111   34 7E  
   

8 2
765   111 110 101  
   

16 2
5   1010 0101 1110A E   

 addition and multiplicationجمع وضرب الأعداد 
الآحاد تحت الآحاد والعشرات يتم جمع الأعداد بالنسبة لأي أساس كما ىو الحال بالنسبة لمجمع العشري، حيث نضع 

 .carryتحت العشرات ... بدون ان ننسى عممية الحمل 
 أوجد حاصل الجمع للأعداد التالية:: 53مثال 

   
2 2

1110   1011 و   
8 8

3607   7432 و 16 16
6 1)   4 5A B F C) 

1 1 1

1 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 0 1


   

1 1 1

3 6 0 7

7 4 3 2

1 3 2 4 1


  

1 1

6 1

4 5

1 9 7 6

A B

F C

B


 

 ىذا ويتم ضرب الأعداد بالنسبة لأي أساس كما ىو الحال بالنسبة لمضرب العشري
أوجد حاصل الضرب  :54مثال  

2
و 110 

2
101 

1 1 0

1 0 1

1 1 0

0 0 0

1 1 0

1 1 1 1 0


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 تمارين
 

 أوجد حاصل القسمة والباقي عندما .1
a)  23عمى  789نقسم 
b)  11عمى  111-نقسم 
c)  23عمى  1-نقسم 

 
2. x  لكل من الأعداد الصحيحة التالية:  7. عين باقي القسمة عمى 2ىو  7عدد صحيح باقي قسمتو عمى

  5x  و –  5x 9وx 15وx 3وx. 
 

بين أن:  .3 20086 1 7 2008، واستنتج أن 20088   6  7يقبل القسمة عمى. 
 

، يكون nأثبت أنو من أجل أي عدد طبيعي  .4 23  –  2 0 7n n . 
 

5.  
a)  7عمى  2007، وما ىو باقي قسمة 7عمى  1999ما ىو باقي قسمة. 
b)  ليكن العدد الطبيعيn  حيث 5 7n  3. عين باقي قسمةn  بين أن 7عمى ، 3   1 0 7n  . 
c) m  عدد طبيعي حيث 4 7m  بين أن . 3   1 0 7m   
d)  3بين من دون حساب أن 31999   2007  7يقبل القسمة عمى. 

 
 ,1001 ,1111 ,143بين فيما إذا كانت الأعداد التالية أولية:  .6
 
 ,100001)،(89 ,144)باستخدام خوارزمية اقميدس أوجد القاسم المشترك الأعظم في الحالات التالية:  .7

1001) ،(356, 252). 
 
 في الحالات التالية mبترديد  aأوجد معكوس  .8

a)   4a  9  وm  
b)   232a  89  وm  
c)   34a  89  وm   
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 حل المعادلات التوافقية التالية: .9

a)  34 77 89x  
b)  144 4 233x  
c)  200 13 1001x  

 
 [11]3302و  [7]3302و  [5]3302استخدم نظرية فيرما لحساب  .11
 

 باستخدام مبرىنة الباقي الصيني حل جمل الموافقات الخطية التالية: .11
a)  2 4x   3 5x   4 7x  
b)  2 5x   4 7x   1 9x  

 
أوجد مواقع الذاكرة المعينة بتابع التقطيع  .12     97h k k  إلى سجلات الزبائن التي رقم ضمانيا الصحي

 .987255335و 220195744و 183211232و 034567981
 

ماىي متتالية الأعداد شبو عشوائية المولدة بالمعادلة التوافقية الخطية  .13  1   3   2 13n nx x   حيث ،
0  17x . 

 
بفرض أنك استقبمت سلاسل من البتات حيث البت الأخير يمثل بت اختبار التكافؤ. أياً من السلاسل التالية  .14

 أنت متأكد من وجود خطأ؟
a) 00000111111 
b) 11111111111 
c) 11111111111 
d) 11111111111 

 
. وىل الأرقام 38318331835و 73232184434من أجل الأرقام التالية:  UPCما ىو رقم الاختبار ل  .15

 .782421843014و 012345678903و 036000291452صحيحة:  UPCالتالية ىي أرقام 
 

، فما ىو رقم 119881-07-0من الاصدار الخامس لكتاب ىي  ISBN-10أرقام من  9أولًا بفرض أن ال  .16
0الاختبار؟ ثانياً  321 500 1 8Q    ىو رقمISBN-10  إصدار سادس لأحد الكتب، أوجد قيمةQ. 
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 باستخدام الشيفرة التالية: "WATCH YOUR STEP"ما ىي الرسالة السرية الناتجة عن الرسالة  .17
      17   22 26f p p  وماىي الرسالة الأصمية التي تشفيرىا باستخدام التابع .
        10 26f p p   ىي"DSWO PYB PEX". 

 
 الثماني والست عشري.في النظام الثنائي و  4532أوجد تمثيل العدد  .18

 
أوجد القية العشرية للأعداد التالية:  .19 

2
و 101001110 

8
و 1726 

16
1A F. 

 
أوجد التمثيل الثنائي والثماني لمعدد  .21 

16
2AB. 

 
أوجد التمثيل الثنائي والست عشري لمعدد  .21 

8
12765 
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111العلامة العظمى:  51علامة النجاح:       المدة: ساعة ونصف   
 ( درجة40)       السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة 

 
2009باقي قسمة العدد الطبيعي  .1 20152009 2015  ىو: 3عمى العدد 

a) 0 
b) 1 
c) 3 
d) 7 

 
 ىو: 26بترديد  7معكوس العدد  .2

a) 12 
b) 14 
c) 15 
d) 20 

 
 ىو: 26بترديد  7معكوس العدد  .3

a) -1 
b) -2 
c) -3 
d) -4 

 
قيمة  .4 20005  ىي 7

a) 0 
b) 1 
c) 2 
d) 4 

 
mباقي قسمة  .5 n  وباقي قسمة  8ىو  12عمى –  m n  إذا كان 3ىو  12عمى .  m n عندئذ باقي ،

 ىو 6عمى  mnقسمة 
a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 
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 ( درجة60)      السؤال الثاني: أجب بصح أو خطأ )مع التعميل(
 

i. a وb عددان صحيحان وn  حيث  2عدد طبيعي أكبر من a b n 
1.    0a b n  

a)  صح 
b) خطأ 

2.    111   111a b n   
a)  صح 
b) خطأ 

3.  2a ab n 
a) صح 
b) خطأ 

4.  / /a n b n n 
a)  صح 
b) خطأ 

5.     a nk b  حيث ،k  صحيحعدد 
a) صح 
b) خطأ 

 
ii. a وb عددان صحيحان 

6.  4 5a   إذن –  4a  5مضاعف لمعدد 
a) صح 
b) خطأ 

إذا كان  .7 1 6a   6فإنa  6يقبل القسمة عمى 
a) صح 
b) خطأ 

بما أن  .8 42 0 6  فإن 21 0 6 
a) صح 
b) خطأ 

 2aفإنو يكون قاسماً لمعدد  aقاسماً لمعدد  bإذا كان  .9
a) صح 
b) خطأ 
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 bعمى  2aىو باقي القسمة الإقميدية لمعدد  2rفإن  bعمى  aباقي القسمة الإقميدية لمعدد  rإذا كان  .11
a) صح 
b) خطأ 

 أولي 103العدد  .11
a) صح 
b) خطأ 

 أوليان فيما بينيما 8و 27العددان  .12
a) صح 
b) خطأ 

العدد العشري الذي تمثيمو الثنائي  .13 
2

 255ىو  11111111
a) صح 
b) خطأ 

ىو  33التمثيل الثماني لمعدد العشري  .14 
8

80 
a) صح 
b) خطأ 

ىو  33التمثيل الست عشري لمعدد العشري  .15 
16

40 
a) صح 
b) خطأ 

  

ISSN: 2617-989X 97 



Discrete Mathematics – CH 3 
 
 

 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الأول
1 a  8 1الفقرة 
2 c  3 1الفقرة 
3 b  3 1الفقرة 
4 d  8 5الفقرة 
5 a  1الفقرة 

 

 

 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الثاني

i.  

1. a 
2. a 
3. a 
4. b 
5. a 

 8 1الفقرة 
 8 1الفقرة 
 8 1الفقرة 
 8 1الفقرة 
 1الفقرة 

ii.  

6. a 
7. b 
8. b 
9. a 
11. b 
11. a 
12. a 
13. a 
14. b 
15. a 

 8 1الفقرة 
 8 1الفقرة 
 8 1الفقرة 
 1الفقرة 
 1الفقرة 
 3الفقرة 
 8 1الفقرة 
 3الفقرة 
 3الفقرة 
 3الفقرة 
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 الفصل الرابع: العلاقات
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 رقم الصفحة العنوان
 relations and their properties 102العلاقات وخواصها  .1
 representing relations  105تمثيل العلاقات .2
 equivalence relations  108علاقات التكافؤ .3
 partial ordering  111الترتيب الجزئي .4
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 الكممات المفتاحية:
علاقة ثنائية، انعكاسية، تناظرية، تخالفية، متعدية، تجميع العلاقات، علاقة تكافؤ، صف تكافؤ، التجزيئ، الترتيب 

 الجزئي، الترتيب الكمي، مجموعة مرتبة جيداً، الترتيب المعجمي.
 

 ممخص:
ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى العلاقات الثنائية وخواصيا، تمثيميا باستخدام المصفوفات، تجميعيا وتركيبيا، 
علاقات التكافؤ، صفوف التكافؤ عمى مجموعة ما وكيفية إيجادىا، التجزيئات، الترتيب الجزئي والكمي والمجموعات 

 المرتبة جيداً بالإضافة إلى الترتيب المعجمي.
 

 ف تعميمية:أهدا
 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:

 .العلاقات الثنائية خواصيا وتمثيميا وتجميعيا 
 .علاقات التكافؤ وصفوف التكافؤ 
 .علاقات الترتيب الجزئي 
 .الترتيب المعجمي 
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 relations and their propertiesالعلاقات وخواصها  .1
ىي مجموعة جزئية من الجداء  Bإلى  Aمن  binary relationمجموعتان. علاقة ثنائية  Bو Aليكن : 1تعريف 
Aالديكارتي B. 

 Aمن الأزواج المرتبة حيث العنصر الأول ىو من  R ىي مجموعة Bإلى  Aبمعنى آخر علاقة ثنائية من 
لمدلالة عمى أن  aRb نستخدم الرمز Bوالعنصر الثاني من  ,  a b R وa R b    لمدلالة عمى أن ,  a b R 

عندما ينتمي  ,  a b  إلىR نقول عن ،a  أنيا مرتبطة إلىb  عن طريقR. 
مع  Rمرتبطاً بالعلاقة  xعلاقة قابمية القسمة بين الأعداد في مجموعة الأعداد الطبيعية. يكون العدد : 1مثال 

x  ، أي yالعنصر  R y إذا كان ،x  يقبل القسمة عمىy 4  12. عمى سبيل المثالR 3  15وR  8 ولكن 5R   
لتكن  :2مثال    0,  1,  2A  و   ,  B a b بالتالي .        0,  ,  0,  ,  1,  ,  2,  a b a b  ىي علاقة من

A  إلىB:يمكن تمثيل العلاقات بيانياً أو باستخدام جدول، كما ىو مبين في الشكل التالي . 
 

 
 

 functions as relationsالتوابع كعلاقات 
. بيان Aلكل عنصر من  Bيعين عنصر واحد تماماً من  Bإلى المجموعة  Aمن المجموعة  f نعرف أن التابع

ىو مجموعة الأزواج المرتبة  f التابع  ,  a b  بحيث   b f a  وبما أن بيان التابع f  ىو مجموعة جزئية من
A B بالتالي ىو علاقة من ،A  إلىB. 

,لا يمثل تابعاً لأن العنصر لأنو يعين عنصرين  2من الواضح أن المثال رقم   a b  منB  من  0لمعنصرA بالتالي .
 يمكن القول عمى أن العلاقات ىي تعميم لمتوابع.

 relations on a setالعلاقات عمى مجموعة 
A. أي أنيا مجموعة جزئية من Aإلى  Aعمى أنيا علاقة من  Aنعرف العلاقة عمى المجموعة : 2تعريف  A. 
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لتكن : 3مثال    1,  2,  3,  4A   ماىي الأزواج المرتبة التي في العلاقة   ,  |   R a b a divides b؟ 
الحل:  ,  a b  ىي فيR  من إذا وفقط إذا كان كل,  a b  وبحيث  4عدد موجب لا يتجاوز الa  يقسمb:أي ، 

                 1,  1 ,  1,  2 ,  1,  3 ,  1,  4 ,  2,  2 ,  2,  4 ,  3,  3 ,  4,  4R   

 
 

 لتكن العلاقات التالية عمى مجموعة الأعداد الصحيحة: :4مثال 
 1   { ,  | }R a b a b   
  2   ,  |   R a b a b   
  3   ,  |       R a b a b or a b     
  4   ,  |   R a b a b   
  5   ,  |     1R a b a b    
 6   { ,  |   3}R a b a b    

أياً من العلاقات تحوي كل من الأزواج التالية          1,  1 ,  1,  2 ,  2,  1 ,  1,  1 ,  2,  2 
الحل: الزوج  1, موجود في العلاقات  1 

1R 3وR 4وR 6وR ؛ الزوج 1, موجود في العلاقات  2 
1R 6وR ؛ الزوج

 2, موجود في العلاقات  1 
2R 5وR 6وR ؛ الزوج 1,  1  موجود في العلاقات

2R 3وR 6وR ؛ وأخيراً الزوج
 2, موجود في العلاقات  2 

1R 3وR 4وR. 
 properties of relationsخواص العلاقات 

 reflexive relationالعلاقة الانعكاسية 
a  أنيا انعكاسية إذا كان  Rنقول عن العلاقة  :3تعريف  R a  من أجل أي عنصرa  منA. 
 السابق ىي انعكاسية؟ 4أياً من علاقات المثال  :5مثال 

الحل: العلاقات الانعكاسية ىي: 
1R 3وR 4وR. 

 ىل علاقة "يقسم" عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ىي علاقة انعكاسية؟ :6مثال 
a|الحل: بما أن  a  صحيحة ميما يكن العدد الصحيح الموجبa بالتالي العلاقة "يقسم" ىي علاقة انعكاسية عمى ،

لا  0قة "يقسم" تصبح يير انعكاسية عمى مجموعة الأعداد الصحيحة، لأن مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة. )العلا
 (.0يقسم 
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 symmetric relationالعلاقة التناظرية 
a  إذا كان  Aأنيا تناظرية عمى المجموعة  Rنقول عن العلاقة  :4تعريف  R b  يستمزم  b R a  من أجل أي

a  إذا كان  Aعمى المجموعة  antisymmetricأنيا تخالفيو  R. ونقول عن العلاقة Aمن  bو aعنصرين  R b 
b  و R a  يستمزم  a b  من أجل أي عنصرينa وb  منA. 

 السابق ىي تناظرية وأياً منيا تخالفيو؟ 4أياً من علاقات المثال  :7مثال 
الحل: من الواضح أن العلاقات التناظرية ىي: 

3R 4وR 6وR  مثلًا(
6R 3  ، إذا كانa b   3  فإنb a  .)

أما العلاقات التخالفيو فيي: 
1R 2وR 4وR و 

5R مثلًا(
1R ،a b وb a  يستمزم  a b.) 

 ىل علاقة "يقسم" عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ىي علاقة تناظرية؟ تخالفيو؟: 8مثال 
. لكن العلاقة "يقسم" تخالفية 2لا يقسم  1بينما  1يقسم  2الحل: علاقة "يقسم" ليست تناظرية لأنو عمى سبيل المثال 

a|لأنو إذا كان  b و|b a  فإن  a b. 
 transitive relationالعلاقة المتعدية 

a  إذا كان  Aأنيا متعدية عمى المجموعة  Rنقول عن العلاقة  :5تعريف  R b  و  b R c  يستمزم  a R c  من أجل
 .Aمن  cو bو aأي عنصرين 

 السابق ىي متعدية؟ 4أياً من علاقات المثال  :9مثال 
الحل: العلاقات المتعدية ىي: 

1R و
3 2   R R و

4R  مثلًا(
1R إذا كان ،a b وb c  فإنa c العلاقة .)

5R 
ليست متعدية لأن  2, و  1  1, تنتمي إلى  0 

5R لكن ، 2, لا تنتمي إلى  0 
5R .

6R  ليست متعدية لأن 2,  1 
و  1, تنتمي إلى  2 

6R لكن ، 2, لا تنتمي إلى  2 
6R. 

 ىل علاقة "يقسم" عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ىي علاقة متعدية؟: 10مثال 
a|الحل: علاقة "يقسم" ىي علاقة متعدية لأنو إذا كان  b و|b c  فإنو يوجد عددان صحيحان موجبانk و'k ،

b  بحيث  ak و  'c bk عندئذ ،   'c a kk  أيa  يقسمc. 
 combining relationsتجميع العلاقات 

Aىي عبارة عن مجموعات جزئية من  Bإلى  Aبما أن العلاقات من  Bبالتالي يُمكن تجميع علاقتين من ، A 
 كما يبينو المثال التالي: Bإلى 

ليكن : 11مثال    1,  2,  3A  و   1,  2,  3,  4B  العلاقتين .      1   1,  1 ,  2,  2 ,  3,  3R   و
        2   1,  1 ,  1,  2 ,  1,  3 ,  1,  4R  :يمكن تجميعيما والحصول عمى 

            1 2   1,  1 ,  1,  2 ,  1,  3 ,  1,  4 ,  2,  2 ,  3,  3R R   
  1 2   1,  1R R   
    1 2\   2,  2 ,  3,  3R R   
      2 1\   1,  2 ,  1,  3 ,  1,  4R R   

. Cإلى المجموعة  Bمن المجموعة  S والعلاقة Bإلى المجموعة  Aمن المجموعة  Rلتكن العلاقة : 6تعريف 
ىي العلاقة المكونة من الأزواج المرتبة  Sو Rتركيب العلاقتين  ,  a c  حيثa A وc C والتي من أجميا ،

bيوجد عنصر  B  بحيثaRb وbSc.  نرمز لتركيبR وS  بالرمزS R. 
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ىي العلاقة من المجموعة  R، حيث Sو Rما ىو تركيب العلاقتين : 12مثال  1,  2, إلى  3  1,  2,  3, مع  4 
           1,  1 ,  1,  4 ,  2,  3 ,  3,  1 ,  3,  4R  وS ىي العلاقة من المجموعة 1,  2,  3, إلى المجموعة  4 

 0,  1,  مع  2           S  1,  0 ,  2 ,  0 ,  3 ,  1 ,  3 ,  2 ,  4 ,  1؟ 
Sالحل: يتم بناء التركيب  R  باستخدام كل الأزواج المرتبة فيR  والأزواج المرتبة فيS،  حيث العنصر الثاني من

عمى سبيل المثال تركيب الزوج المرتب  .Sيطابق العنصر الأول من الزوج المرتب في  Rالزوج المرتب في  2,  3 
مع الزوج المرتب  Rفي  3, يُنتج الزوج المرتب  Sفي  1  2, Sفي  1  R.  وبحساب كافة الأزواج المرتبة

S لمتركيب  R :نحصل عمى 
            S R  1,  0 ,  1,  1 ,  2 ,  1 ,  2 ,  2 ,  3 ,  0 ,  3 ,  1  

,nR ،  1. يتم تعريف القوى Aعمى المجموعة  Rلتكن العلاقة  :7تعريف   2,  n    :بالطريقة العودية كما يمي
1  R R 1و  n nR R R . 
لتكن : 13مثال          1,  1 ,  2,  1 ,  3,  2 ,  4,  3R   أوجد القوىnR ،  2,  3,  n   

2الحل: بما أن   R R R بالتالي ،        2   1,  1 ,  2,  1 ,  3,  1 ,  4,  2R  .3 2 R R R :بالتالي ،
        3   1,  1 ,  2,  1 ,  3,  1 ,  4,  1R  4. بحسابR  3نحصل عمى نفسR 4، أي 3 R R. 

nR 3يمكن البرىان عمى أن  R  5 من أجل,  6,  .n   
Rnمتعدية إذا وفقط إذا كان  Aعمى المجموعة  Rتكون العلاقة : 1مبرىنة  R  1  من أجل,  2,  n   

 
  representing relationsتمثيل العلاقات .2

ىناك طريقتان لتمثيل العلاقات: الطريقة الأولى تستخدم المصفوفات )التي عناصرىا الصفر والواحد(، أما الطريقة 
. بشكل عام تمثل المصفوفات الطريقة الأنسب لتمثيل العلاقات directed graphsالأخرى فتستخدم البيانات الموجية 

 في البرامج الحاسوبية.
  representing relations using matricesمصفوفات تمثيل العلاقات باستخدام ال

من المجموعة  R  لتكن العلاقة 1 2  ,  ,  ,  mA a a a   إلى المجموعة 1 2  ,  ,  ,  nB b b b   عندئذ نمثل

R  بالمصفوفة  R العلاقة  ijM m    حيث ،
1 ( , )

0 ( , )

i j

ij
i j

if a a R
m

if a a R


 



  

بفرض : 14مثال    1,  2,  3A  و   1,  2B   لتكن R  العلاقة من المجموعةA  إلىB  تحوي ,  a b  إذا
aكانت  A وb B و  a b ماىي مصفوفة العلاقة .𝑅. 

 ىي: R ، بالتالي مصفوفة 𝑅 = {(2, 1), (3, 1), (3, 2)}الحل: بما أن 
0 0

1 0

1 1

RM

 
 

  
 
 
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لتكن : 15مثال  1 2 3  ,  ,  A a a a  و 1 2 3 4 5  ,  ,  ,  ,  B b b b b b ماىي الأزواج المرتبة الموجودة في العلاقة .
 R :الممثمة بالمصفوفة التالية 

0 1 0 0 0

1 0 1 1 0

1 0 1 0 1

RM

 
 

  
 
 

 

تتألف من الأزواج المرتبة  R الحل: بما أن العلاقة  ,  i ja b  1  حيثijm :بالتالي ، 
              1, 2 2 1 2 3 2 4 3 1 3 3 3 5  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  R a b a b a b a b a b a b a b  

 مصفوفة علاقة عمى مجموعة ىي مصفوفة مربعة، يمكن استخداميا لتحديد خواص العلاقة:
  العلاقةR  1  انعكاسية إذا وفقط إذاijm   1  من أجل,  2,  ,  i n   عناصر القطر الرئيسي لممصفوفة(

 تساوي الواحد(.
  العلاقة𝑅  تناظرية إذا وفقط إذا كان  ij jim m  من أجل ,    1,  2,  ,  i j n   ،المصفوفة متناظرة(

 بمعنى آخر المصفوفة تساوي مصفوفة المنقول(.
 ممثمة بالمصفوفة Aعمى مجموعة  Rبفرض أن العلاقة  :16مثال 

1 1 0

1 1 1

0 1 1

RM

 
 

  
 
 

 

 ىل العلاقة انعكاسية؟ ىل ىي تناظرية؟
ىي انعكاسية. وبما أن المصفوفة  Rالحل: بما أن عناصر القطر الرئيسي ماوية لمواحد بالتالي العلاقة 

RM  متناظرة
 تناظرية. Rبالتالي العلاقة 

عمى المجموعة  Sو Rيمكن إيجاد اجتماع وتقاطع العلاقات باستخدام مصفوفة العلاقات. بفرض أنو لدينا العلاقتين 
A  والممثمتين بالمصفوفتين

RM وSM  عمى الترتيب. المصفوفتان المتان تمثلان الاجتماع والتقاطع لR وS :ىما 
 R S R SM M M   و R S R SM M M   

عمى كل عنصر من عناصر  عمى مصفوفتين تعني  تمثل "و" المنطقية )العممية  تمثل "أو" المنطقية و حيث 
 (.المصفوفة الأولى مع مقابميا من المصفوفة الثانية، نفس الشيء بالنسبة لمعممية 

 ممثمتين بالمصفوفتين Aعمى المجموعة  Sو Rبفرض أن العلاقتين  :17مثال 
 

1 0 1

1 0 0

0 1 0

RM

 
 

  
 
 

و  
1 0 1

0 1 1

1 0 0

SM

 
 

  
 
 

 

 
Rأوجد المصفوفة الممثمة لكل من  SM   وR SM  
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 الحل:
1 0 1

1 1 1

1 1 0

 
 
 
 
 

 R S R SM M M    

 
1 0 1

0 0 0

0 0 0

 
 
 
 
 

 R S R SM M M    

 
. وبفرض أن المصفوفات Cإلى  Bمن المجموعة  Sوالعلاقة  Bإلى  Aمن المجموعة  Rليكن لدينا الآن العلاقة 

,الممثمة لمعلاقات  ,R S S R  ىي عمى الترتيب ,   ,   R ij S ij S R ijM r M s M t              ذوات الحجم(
  m n و  n p و m p :عمى الترتيب(، ىذه المصفوفات تحقق العلاقة التالية 

 S R R SM M M  
 يمثل الضرب البولياني لممصفوفات، المعرف كما يمي:  حيث

1 1 2 2  ( ) ( ) ( )ij i j i j in njt r s r s r s      
Sأوجد المصفوفة الممثمة لمتركيب : 18مثال  R  وحيث أن العلاقتينR وS :ممثمتين بالمصفوفتين 

 
1 0 1

1 1 0

0 0 0

RM

 
 


 
 
 

و  
0 1 0

0 0 1

1 0 1

SM

 
 


 
 
 

 

 

Sالحل: مصفوفة التركيب  R :ىي 
 

1 1 1

0 1 1

0 0 0

 
 
 
 
 

 MS R MR MS  
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 ىي: R، حيث المصفوفة الممثمة ل 2Rأوجد المصفوفة الممثمة لمعلاقة  :19مثال 
 

0 1 0

0 1 1

1 0 0

RM

 
 


 
 
 

 

 ىي: 2Rالحل: المصفوفة الممثمة لمعلاقة 

2

0 1 1

1 1 1

0 1 0
R

M

 
 


 
 
 

 

 
  equivalence relationsعلاقات التكافؤ .3

 أنيا علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسية، تناظرية ومتعدية. Aعمى المجموعة  Rنقول عن العلاقة  :8تعريف 
~ مرتبطين بعلاقة تكافؤ أنيما متكافئان. نستخدم عادة الرمز  bو aنقول عن عنصرين : 9تعريف   a b  لمدلالة عمى

 متكافئين بالنسبة لعلاقة تكافؤ معينة. bو  aأن العنصرين 
a  إذا وفقط إذا كان  aRbعلاقة عمى مجموعة الأعداد الصحيحة بحيث  Rلتكن  :20مثال  b  أو  a b  .

 ي علاقة تكافؤ.ى Rىي علاقة انعكاسية، متناظرة ومتعدية، بالتالي  Rوجدنا سابقاً أن 
a  علاقة عمى مجموعة الأعداد الحقيقية بحيث Rلتكن  :21مثال  R b  إذا وفقط إذا كان –  a b  .ىو عدد صحيح
 ىي علاقة تكافؤ؟ Rىل 

– الحل: بما أن     0a a   ىو عدد صحيح من أجل أي قيمة حقيقيةa بالتالي ،  a R a  أي أن العلاقةR 
a  انعكاسية. الآن بفرض أن R b عندئذ ، –  a b  ىو عدد صحيح وبالتالي فإن –  b a عدد صحيح أيضاً أي

  b R a ينتج أن ،R  تناظرية. أخيراً بفرض أن  a R b و  b R c عندئذ ، –  a b ان صحيحان، ىما عدد ..و
وبالتالي فإن    –     –     –  a c a b b c   ىو عدد صحيح. وىكذا فإن  a R c أي أن ،R  متعدية. مما سبق

 ىي علاقة تكافؤ. Rينتج أن العلاقة 
 عدد صحيح أكبر من الواحد. mمن أكثر علاقات التكافؤ استخداماً، حيث  mيعتبر التوافق بترديد

عدد صحيح أكبر من الواحد. بين أن العلاقة  mليكن  :22مثال     { ,  | }R a b a b m   ىي علاقة تكافؤ عمى
 مجموعة الأعداد الصحيحة.

الحل: نعمم سابقاً أن  a b m  إذا وفقط إذا وفقط ذا كانm  يقسم –  b a من الواضح أن . –    0a a   وىو
، أي أن m.0  0لأن  mفابل لمقسمة عمى  a a m  بالتالي فإن علاقة التوافق بترديدm  .ىي علاقة انعكاسية
الآن بفرض أن  a b m عندئذ ، –  a b  يقبل القسمة عمىm  وبالتالي يوجد عدد صحيحk بحيث 

 –    a b km  ومنو لدينا  –    b a k m  أي أن ، b a m  بالتالي فإن علاقة التوافق بترديدm  ىي
علاقة تناظرية. أخيراً بفرض أن  a b m و b c m  وبالتالي فإنm  يقسم كل من –  a b و –  b c  أي أنو

– بحيث  k'و kيوجد عددين صحيحين     a b km و –    'b c k m  بجمع المعادلتين مع بعضيما البعض
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نحصل عمى       –     –     –      '     'a c a b b c km k m k k m      وىكذا فإن . a c m 
 ىي علاقة تكافؤ. mىي علاقة متعدية. مما سبق ينتج أن علاقة التوافق بترديد  mبالتالي فإن علاقة التوافق بترديد 

a  من أحرف المغة الانكميزية بحيث  stringsعلاقة عمى مجموعة سلاسل  Rلتكن  :23مثال  R b  إذا وفقط إذا كان
     len a len b  حيث len x  ىي طول السمسمةx ىل .R ىي علاقة تكافؤ؟ 

a  الحل:  R a  لأن     len a len a  والعلاقة انعكاسية. كما أنو من البدييي أنو إذا كان  a R b  بالتالي  b R a

 bطول السمسمة و  bيساوي طول السمسمة  a، والعلاقة تناظرية. وأخيراً العلاقة متعدية لأنو إذا كان طول السمسمة 
 ىي علاقة تكافؤ. R. والعلاقة cيساوي طول السمسمة  aيؤدي إلى أن طول السمسمة  cيساوي طول السمسمة 

 عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ليست علاقة تكافؤ. "يقسم"بين أن علاقة  :24مثال 
داد الصحيحة الموجبة انعكاسية ومتعدية، لكنيا ليست متناظرة عمى مجموعة الأع "يقسم"الحل: وجدنا سابقاً أن علاقة 

عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ليست علاقة  "يقسم"(. بالتالي علاقة 2لا يقسم  4ولكن  4يقسم العدد  2)العدد 
 تكافؤ.
x  عمى مجموعة الأعداد الحقيقية المعرفة بحيث  Rلتكن العلاقة : 25مثال  R y  إذا وفقط إذا كانx وy  عددان

|حقيقيان والتي تختمف عن بعضيا بمقدار أقل من الواحد، أي  | 1x y  بين أن .R .ليست علاقة تكافؤ 
1x  0  الحل: العلاقة انعكاسية  x   كما أنيا تناظرية لأنو إذا كانت ،  x R y بالتالي ،| 1x y ،  وبما أن

  1x y y x     ينتج  x R y ولكن .R  2.8  ليست متعدية: لنأخذx  1.9  وy  1.1  وz  ،
1x  0.9 بالتالي  y   1  0.8 وy z   و| |  1.7  1x z  . 

 equivalence classesصفوف التكافؤ 
 Aمن  a. نسمي مجموعة كافة العناصر المرتبطة بعنصر Aعلاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rلتكن  :10تعريف 

ب  Rبالنسبة لمعلاقة  aنرمز لصف تكافؤ  aبصف تكافؤ  
R

a عندما يكون لدينا علاقة واحدة يمكننا حذف الدليل .
R  ونكتب عندىا a .لمدلالة عمى صف التكافؤ 

 ىو: a، صف تكافؤ العنصر Aعلاقة تكافؤ عمى مجموعة  Rبكممات أخرى، إذا كانت 
    { | ,  }

R
a s a s R   

 .20ما ىو صف التكافؤ لعدد صحيح من أجل علاقة التكافؤ المعرفة في المثال : 26مثال 
بما أن عدد صحيح يكافئ نفسو وعكسو في علاقة التكافؤ ىذه، بالتالي      ,  a a a  تحوي ىذه المجموعة عمى .

مختمف عن الصفر. عمى سبيل المثال  aعنصرين مختمفين إذا كان العنصر    7   7,  7  و   5   5,  5  
و   0   0 

 ؟4من أجل التوافق بترديد  1و 0ما ىي صفوف التكافؤ لمعدد : 27مثال 
بحيث  aتحوي كل العناصر الصحيحة  0الحل: صفوف تكافؤ العدد  0 4a  الأعداد إذن في ىذا الصف تقبل .

، بالتالي: 4القسمة عمى    0   ,  8,  4,  0,  4,  8,      . 
بحيث  aتحوي كل العناصر الصحيحة  1صفوف تكافؤ العدد  1 4a  الأعداد إذن في ىذا الصف تحوي الأعداد .

تساوي الواحد، بالتالي:  4الصحيحة التي باقي قسمتيا عمى    1   ,  7,  3,  1,  5,  9,       
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. نسمي عندىا صفوف التكافؤ لعلاقة التوافق 4بدلًا من العدد  mيمكن تعميم ىذا المثال وأخذ الترديد أي عدد صحيح 
. نرمز لصف تكافؤ التوافق بترديد m congruence classes modulo mبصفوف تكافؤ التوافق بترديد  mبترديد 

m  لمعدد الصحيحa  ب 
m

a:بالتالي ، 
     ,  2 ,  ,  ,  ,  2 ,  

m
a a m a m a a m a m        

 equivalence classes and partitionsصفوف التكافؤ والتجزيئات 
. التعابير التالية Aعنصران من المجموعة  bو a، وليكن Aعلاقة تكافؤ عمى مجموعة  Rلتكن : 2مبرىنة 
 متكافئة:
a)  aRb 
b)      a b 
c)    a b  

موجود في صف تكافؤه، المسمى  Aمن  a، لأن عنصر Aىي كل المجموعة  Rإن اجتماع صفوف التكافؤ لعلاقة 
 

R
aبكممات أخرى .[ ]R

a A

a A


. 

ما أن تكون منفصمة، أي:ومن المبرىبالإضافة إلى ذلك   نة السابقة ينتج أن صفوف التكافؤ إما أن تكون متساوية وا 
   a b   وذلك عندما   

R R
a b. 

، لأنيا تقسميا إلى مجموعات جزئية منفصمة. وبشكل أدق Aمما سبق يبين أن صفوف التكافؤ تشكل تجزيئ لممجموعة 
والتي اتحادىا يعطي  Sىو تجميع مجموعات جزئية يير خالية منفصمة من المجموعة  Sمجموعة  partitionتجزيئ 

Sلجزئيةجموعات ا. بكممات أخرى تجميع الم 
iA i I  حيث(I  دليلindex  تشكل تجزيئ ل )المجموعةS  إذا

إذا كان  وفقط
iA   من أجلi I  و i jA A   عندماi j وi

i I

A S


:كما يبينو الشكل التالي ، 

 
 

بفرض أن  :28مثال    1,  2,  3,  4,  5,  6S  تجميع المجموعات . 1   1,  2,  3A  و 2   4,  5A  و
 3   6A   تشكل تجزيئ لS لأن تمك المجموعات منفصمة واتحادىا يشكل ،S. 

. وبالعكس Sتجزيئ ل  R. عندئذ تشكل صفوف تكافؤ العلاقة Sعلاقة تكافؤ عمى مجموعة  Rلتكن  :3مبرىنة 
}ليكن التجزيئ  | }iA i I  عمى مجموعةS يوجد علاقة تكافؤ ،R  ليا المجموعاتiA ،i I التي ىي عبارة ،

 لتمك العلاقة.عن صفوف تكافؤ 
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الناتجة عن التجزيئ  Rأسرد الأزواج المرتبة في علاقة التكافؤ : 29مثال  1   1,  2,  3A   و 2   4,  5A   و
 3  6A   لممجموعة   1,  2,  3,  4,  5,  6S  28، المعطاة في المثال. 

. الزوج Rالحل: المجموعات الجزئية لمتجزيئ ىي صفوف تكافؤ لمعلاقة  ,  a b R  إذا وفقط إذا كان كل منa و
b  في نفس المجموعة الجزئية من التجزيئ. الأزواج

                 1,  1 ,  1,  2 ,  1,  3 ,  2,  1 ,  2,  2 ,  2,  3 ,  3,  1 ,  3,  2 ,  3, لأن  Rتنتمي إلى  3 
 1  1,  2,  3A   ىي صف تكافؤ. الأزواج       4,  4 ,  4,  5 ,  5,  4 ,  5, لأن  Rتنتمي إلى  5 
 2   4,  5A   ىي صف تكافؤ. أخيراً الزوج 6, لأن  Rتنتمي إلى  6  2   6A  .ىي صف تكافؤ 

مختمف والموافقة ل  mصف توافق بترديد  mتقدم توضيحاً مفيداً لممبرىنة السابقة. يوجد  mإن صفوف التوافق بترديد 
m  باقي قسمة عدد صحيح عمىm :صفوف التوافق ىذه يرمز ليا كما يمي .     0 ,  1 ,  1

m m m
m  وىي .

 تشكل تجزيئ لمجموعة الأعداد الصحيحة.
 ؟4ماىي المجموعات الناتجة عن تجزئي الأعداد الصحيحة بالتوافق ترديد : 30مثال 

صفوف توافق  4الحل: يوجد        
4 4 4 4

0 ,  1 ,  2 ,  ، وىي المجموعات:3 
   

4
0   ,  8,  4,  0,  4,  8,        
   

4
1   ,  7,  3,  1,  5,  9,        
   

4 
2  ,  6,  2,  2,  6,  10,        
   

4 
3  ,  5,  1,  3,  7,  11,        

  partial orderingالترتيب الجزئي .4
أنيا ترتيب جزئي إذا كانت انعكاسية، تخالفية ومتعدية. مجموعة  Sعمى المجموعة  Rنقول عن العلاقة : 11تعريف 

S  بالإضافة إلى علاقة ترتيب جزئيR  تُسمى مجموعة مرتبة جزئياً، ويرمز ليا ب( , )S R نسمي عناصر .
 بعناصر مجموعة الترتيب الجزئي. Sالمجموعة 

 ىي علاقة ترتيب جزئي عمى مجموعة الأعداد الصحيحة. بين أن علاقة أكبر أو يساوي  :31مثال 
aالحل: بما أن  a  من أجل أي عدد صحيحa بالتالي ،  انعكاسية. إذا كانa b  وb a يعطي ،  a b ،

aتخالفية. أخيراً إذا كان  بالتالي  b وb c  يؤدي إلى أنa c بالتالي ،  متعدية. مما سبق ينتج أن العلاقة
  حةجزئي عمى مجموعة الأعداد الصحيعلاقة ترتيب (𝒵, ). 

ىي علاقة ترتيب جزئي عمى مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة. وجدنا سابقاً أن علاقة  |علاقة يقسم : 32مثال 
 .(| ,+𝒵)تعدية يقسم ىي علاقة انعكاسية وتخالفية وم

 .Sىي علاقة ترتيب جزئي عمى مجموعة قدرة مجموعة  بين أن علاقة الاحتواء : 33مثال 
Aالحل: بما أن  B  من أجل أي مجموعة جزئية منS بالتالي ،  انعكاسية. إذا كانA B  وB A ،

Aيعطي    B بالتالي ،  تخالفية. أخيراً إذا كانA B وB C  يؤدي إلى أنA C بالتالي ،  .متعدية
 ,(S)عمى مجموعة الأعداد الصحيحةجزئي علاقة ترتيب  مما سبق ينتج أن العلاقة  ) 𝒫(. 
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. بين yأكبر سنّاً من  xشخصين و  yو xإذا كان  xRyعلاقة عمى مجموعة الناس حيث  Rلتكن  :34مثال 
 ليست علاقة ترتيب جزئي. Rأن العلاقة 

تخالفية ومتعدية، لكنيا ليست تناظرية لأنو لا يوجد أي شخص أكبر سناً من نفسو. بالتالي العلاقة  Rالحل: العلاقة 
R .ليست علاقة ترتيب جزئي 

و| في علاقات ترتيب جزئية مختمفة. مع ذلك، نحتاج إلى رمز يمكننا استخدامو عندما  و استخدمنا رموزاً مختمفة 
aنناقش علاقة ترتيب جزئية بشكل عام. عادة نستخدم الرمز  b لمدلالة عمى a,  b R    ًفي مجموعة مرتبة جزئيا

( S ,R . استخدمنا ىذا الرمز بالتحديد لأن علاقة "أصغر أو يساوي" عمى مجموعة الأعداد الحقيقية ىو أشير وأىم (
 .يشبو الرمز  مثال عمى الترتيب الجزئي، كما أن الرمز 

)من مجموعة ترتيب جزئي  bو aنسمي العنصران  :12تعريف  S , إذا كان إما  comparableقابلان لممقارنة  (
a b  أوb a يير قابلان لممقارنة.. فيما عدا ذلك نقول أنيما 
 قابلان لممقارنة؟ 7و 5قابلان لممقارنة؟ وىل  9و 3العنصران  (| ,+𝒵) ىل في مجموعة الترتيب الجزئي :35مثال 

3قابلان لممقارنة لأن  9و 3الحل: العنصران  | 5يير قابلان لممقارنة لأن  7و 5العنصران ، أما 9 | 7  7و | 5. 
)إذا كان في مجموعة الترتيب الجزئي : 13تعريف  S , مرتبة كمياً،  Sأي عنصرين قابمين لممقارنة، نسمي عندىا  (

 .chainترتيب كمي. أحياناً نسمي مجموعة مرتبة كمياً بسمسمة  ونسمي عندىا 
aمرتبة كمياً، لأن  (𝒵, )مجموعة الترتيب الجزئي  :36مثال  b  أوb a  من أجل أي عنصرين صحيحينa و

b. 
 .7و 5مرتبة كمياً، لأنيا تحوي عمى عناصر يير قابمة لممقارنة مثل  ليست (| ,+𝒵)مجموعة الترتيب الجزئي  :37مثال 

ترتيب  ≽إذا كانت  well orderedأنيا مجموعة مرتبة جيداً  (≽ ,S): نقول عن مجموعة الترتيب الجزئي 14تعريف 
 .leastليا عنصر أصغري  Sكمي وكل مجموعة جزئية يير خالية من 

ليست مرتبة جيداً لأن  (𝒵, )مرتبة جيداً، بينما مجموعة الترتيب الجزئي  (𝒵+, )الجزئي مجموعة الترتيب : 38مثال 
 مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة والتي ىي مجموعة جزئية منيا ليس ليا عنصر أصغري.

، بحيث +𝒵+x𝒵مجموعة الأزواج المرتبة من الأعداد الصحيحة الموجبة : 39ل مثا   1 2 1 2a ,  a b ,  b إذا كان
1 1a   b  أو إذا كان

1 1a   b و
2 2a b .ًالترتيب المعجمي(، ىي مجموعة مرتبة جيدا( 

 lexicographic orderالترتيب المعجمي 
يتم ترتيب الكممات في معجم حسب ترتيب الأحرف الأبجدية. بداية، لنبين كيفية بناء عممية ترتيب جزئي عمى الجداء 

الديكارتي لمجموعتي ترتيب جزئيتين 
1( A , و (

2( A ,  عمى المجموعة نعرف الترتيب المعجمي  (
1 2A   A 

 كما يمي:
الزوج المرتب : 15تعريف  1 2a ,  a  أصغر من الزوج المرتب 1 2b ,  b أي ،   1 2 1 2a ,  a b ,  b إذا كان إما ،
1 2a b  1أو أن 1a   b 2و 2a b عمى  ≻بإضافة المساواة إلى الترتيب  ≽. يمكن الحصول عمى ترتيب جزئي

1 2A   A. 
فيما إذا كان بين : 40مثال    3 ,  5 4 , و 8    3 ,  8 4 , و 5    4 ,  9 4 , في مجموعة الترتيب  11 

 .𝒵عمى  ىي علاقة الترتيب المعجمي المبنية عمى العلاقة  ، حيث (≽ ,𝒵 x 𝒵)الجزئي 
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3الحل: بما أن    4 بالتالي فإن ،   3 ,  5 4 , و 8    3 ,  8 4 ,  . كما أن5    4 ,  9 4 , ، لأن 11 
المركبة الأولى من الزوجين  4 , و 11  4 , 9متساوية وأن  9    11. 

إن : 41مثال    1,  2 ,  3 ,  5 1,  2 ,  4 , ، لأن المركبتين الأولى والثانية من الرباعيتين متساويتين بينما المركبة 3 
 من الرباعية الثانية. 4من الرباعية الأولى أصغر من المركبة الثالثة  3الثالثة 

. بفرض السمسمتين stringsيمكننا الآن تعريف الترتيب المعجمي لمسلاسل 
1 2 ma a a و

1 2 mb b b  من مجموعة
. يتم تعريف الترتيب nو mأصغر العددين  t، وبفرض أن السمسمتين يير متساويتين. بفرض أن Sمرتبة جزئياً 

 المعجمي كما يمي:
السمسمة : 16تعريف 

1 2 ma a a  أصغر من السمسمة
1 2 mb b b :إذا وفقط إذا كان 

   1 2 t 1 2 ta ,  a ,  ,  a b ,  b ,  ,  b ,  or   
   1 2 t 1 2 ta ,  a ,  ,  a   b ,  b ,  ,  b  and  m   n     

 : 42مثال 
discreet ≺ discrete,  e < t 
discreet ≺ discreetness,  
discrete ≺ discretion  e < i 
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 تمارين
 
من المجموعة  Rاسرد الأزواج المرتبة في العلاقة  .1 A   0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4  إلى المجموعة

 B   0 ,  1 ,  2 ,  3 حيث ، a,  b R :في الحالات التالية 
a)  a  b 
b) a  b   4  
c) a | b 
d)  gcd a,  b   1 

 
عمى مجموعة الأعداد الصحيحة انعكاسية، تناظرية، تخالفية، متعدية، حيث  Rحدد فيما إذا كانت العلاقة  .2

 x ,  y R :في الحالات التالية 
a) x y 
b) xy 1   
c) 2x   y 
d) x  من مضاعفاتy 

 
 ، تناظرية، تخالفية، متعدية، حيثعمى مجموعة الأعداد الحقيقية انعكاسية Rحدد فيما إذا كانت العلاقة  .3

 x ,  y R :في الحالات التالية 
a) x   y   0  
b) xy 0 
c) x   2 y 
d) x   1 

 ليكن لدينا العلاقات التالية عمى مجموعة الأعداد الحقيقية: .4
  2

1R   { a,  b R  |  a  b}   
  2

2R   { a,  b R  |  a b}   
  2

3R   { a,  b R  |  a  b}   
  2  

4R   { a,  b R |  a b}   
 أوجد ما يمي:

a) 1 3R R 
b) 2 4R R 
c) 2 1R \ R 
d) 2 2R R 
e) 2 3R R 
f) 1 4R R 
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العلاقة الممثمة بالمصفوفة  Rلتكن  .5
0 1 0

0 0 1

1 1 0

RM

 
 

  
 
 

 . أوجد المصفوفة الممثمة لكل ما يمي:

a) 2R 
b) 3R 

 
 بين فيما إذا كانت العلاقات التالية الممثمة بالمصفوفات ىي علاقات تكافؤ؟ .6

a) 

1 1 1

0 1 1

1 1 1

 
 
 
 
 

 

 

b) 

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

 
 
 
 
 
 

 

 

c) 

1 1 1 0

1 1 1 0

1 1 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 

 

 
تحوي نفس  tو sإذا وفقط إذا كان  sRt، بحيث bit stringsعمى مجموعة سلاسل البيتات  Rبين أن العلاقة  .7

 .011العدد من الواحدات، ىي علاقة تكافؤ. أوجد صف التكافؤ لمسمسمة 
 

، بحيث Rلتكن علاقة التكافؤ  .8  R  x ,  y  |  x  –  y  is  an  integer بالنسبة ل  1. ما ىو صف التكافؤ
R بالنسبة ل  1/2؟ وما ىو أيضاً صف التكافؤR؟ 
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 أياً من المجموعات التالية تمثل مجموعة ترتيب جزئي؟ .9

a) (𝒵, =) 
b) (𝒵, ) 
c) ( ,  )  
d) ( ,  ) 

 
 جزئي؟أياً من العلاقات التالية الممثمة بالمصفوفات ىي علاقات ترتيب  .11

a) 

1 1 1

0 1 0

0 0 1

 
 
 
 
 

 

 

b) 

1 1 1 0

0 1 1 0

0 0 1 1

1 1 0 1

 
 
 
 
 
 
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 المدة: ساعة واحدة   51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة60)      السؤال الأول: أجب بصح أو خطأ )مع التعميل(

 
Aىي مجموعة جزئية من الجداء الديكارتي Bإلى  Aعلاقة ثنائية من  .1 B 

a) صح 
b) خطأ 

 
2.   R  a,  b | a  b  ىي علاقة انعكاسية 

a) صح 
b) خطأ 

 
3.  R  { a,  b | a  b 3}   ىي علاقة تناظرية 

a) صح 
b) خطأ 

 
4.   R  a,  b | a  b   1  ىي علاقة تخالفية 

a) صح 
b) أخط 

 
5.   R  a,  b | a  b   1   علاقة متعديةىي 

a) صح 
b) خطأ 

 
 أنيا علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسية، تناظرية وتخالفية Rنقول عن العلاقة  .6

a) صح 
b) خطأ 

 
العلاقة  .7   R  { a,  b | a b m }   ىي علاقة تكافؤ عمى مجموعة الأعداد الصحيحة وحيثm  1 

a)  صح 
b) خطأ 
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 4العدد  ىي مضاعفات 4من أجل التوافق بترديد  1و  0صفوف التكافؤ لعدد لمعدد  .8
a) صح 
b) خطأ 

 
 أنيا علاقة ترتيب جزئي إذا كانت انعكاسية، تخالفية ومتعدية Rنقول عن العلاقة  .9

a) صح 
b) خطأ 

 
 مرتبة كمياً  (| ,+𝒵)مجموعة الترتيب الجزئي  .11

a) صح 
b) خطأ 

 
 مرتبة جيداً  (𝒵+, )مجموعة الترتيب الجزئي  .11

a) صح 
b) خطأ 

 
12.    1,  2 ,  3 ,  5 1,  2 ,  4 ,  3 

a)  صح 
b) خطأ 

 
 مرتبة جيداً  (𝒵, )الجزئي مجموعة الترتيب  .13

a) صح 
b) خطأ 

14. discrete ≺ discreet 
a) صح 
b) خطأ 

 
15. aRb    a   b 

a) صح 
b) خطأ 
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 درجة (30)          السؤال الثاني: 
 
 ليكن لدينا العلاقات التالية عمى مجموعة الأعداد الحقيقية: .1

  2

1R   { a,  b R  |  a  b}   
  2

2R   { a,  b R  |  a b}   
  2

3R   { a,  b R  |  a  b}  } 
  2

4R   { a,  b R  |  a b}   
  2

5R   { a,  b R  |  a  b}   
  2  

6R   { a,  b R |  a b}   
 أوجد ما يمي:

a) 
2 4R R 

b) 
4 6R R 

c) 
3 6R \ R 

d) 
2 1R R 

e) 
2 2R R 

f) 
3 5R R 

 الحل:
2

2 4R R    
4 6 3R R  R  

3 6R \ R   
2 1 1R R  R 

2 2 2R R  R 
3 5 3R R  R 

 1توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
  

ISSN: 2617-989X 119 



Discrete Mathematics – CH 4 
 

 ( درجات10)          السؤال الثالث: 
 
 ىي: R، حيث المصفوفة الممثمة ل 2Rأوجد المصفوفة الممثمة لمعلاقة  .1
 

0 1 0

0 1 1

1 0 0

RM

 
 

  
 
 

 

 
 ىي: 2Rالحل: المصفوفة الممثمة لمعلاقة 

2

0 1 1

1 1 1

0 1 0
R

M

 
 

  
 
 

 

 2توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
 

 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الأول
1 a  1الفقرة 
2 b  1الفقرة 
3 a  1الفقرة 
4 a  1الفقرة 
5 b  1الفقرة 
6 b  3الفقرة 
7 a  3الفقرة 
8 A  3الفقرة 
9 a  4الفقرة 
10 b  4الفقرة 
11 a  4الفقرة 
12 a  4الفقرة 
13 b  4الفقرة 
14 b  4الفقرة 
15 a  3الفقرة 
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 الفصل الخامس: الخوارزميات
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 رقم الصفحة العنوان
 algorithms 124الخوارزميات  .1

 algorithm properties 125خصائص الخوارزمية 1.1. 
 algorithm types 125أنواع الخوارزميات 2.1. 
 search algorithms  127خوارزميات البحث3.1. 
 sorting algorithms  128الفرزخوارزميات 4.1. 

 growth of functions 131تزايد التوابع  .2
big Oالكبيرة  Oتعريف 1.2.   notation 131 
big الكبيرة  تعريف 2.2.   notation 134 
big الكبيرة  تعريف 3.2.   notation 134 

 complexity of algorithms 135تعقيد الخوارزميات  .3
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 الكممات المفتاحية:
خوارزمية، خوارزمية بحث، خوارزمية فرز، خوارزمية تراجعية، خوارزمية عودية، فرق تسد، برمجة ديناميكية، خوارزمية 

الكبيرة، تعقيد  الكبيرة،  الكبيرة،  ، بحث ثنائي، الفرز بالفقاعات، الفرز بالإقحام، طموحة، بحث تسمسمي
 خوارزمية، زمن التعقيد، التعقيد في أحسن الأحوال، التعقيد في أسوأ الأحوال، التعقيد الوسطي.

 
 ص:ممخ

ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى مفيوم الخوارزمية خصائصيا وأنواعيا وأمثمة عمييا كخوارزميات البحث وخوارزميات 
الكبيرة بالإضافة  الكبيرة و  و  الكبيرة الفرز، التعريف عمى الأدوات الرياضية اللازمة لحساب تعقيد خوارزمية 

 إلى كيفية حساب تعقيد خوارزمية.
 

 أهداف تعميمية:
 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:

 .الخوارزميات خصائصيا وأنواعيا  
 .خوارزميات البحث وخوارزميات الفرز 
  و  الكبيرة تزايد التوابع  الكبيرة و .الكبيرة 
 .حساب تعقيد خوارزمية 

  

ISSN: 2617-989X 123 



Discrete Mathematics – CH 5 
 

 algorithmsالخوارزميات  .1
يوجد العديد من أصناف عامة من المسائل التي تظير في الرياضيات المتقطعة. عمى سبيل المثال: إيجاد أكبر عدد 

الصحيحة تصاعدياً، إيجاد أقصر مسار بين صحيح ضمن سمسمة من الأعداد الصحيحة، فرز سمسمة من الأعداد 
عقدتين. عند التعامل مع ىذا النوع من المسائل، أول خطوة نقوم بيا ىي بناء نموذج يترجم المسألة ليضعيا ضمن سياق 

 رياضي.
أداء ميمة أو  من أجلالمتسمسمة لمعالجة حاسوبية  الخطواتالخوارزمية ىي عبارة عن مجموعة محددة من : 1تعريف 

ن تكتب بالمغة العربية أو أويمكن . تيدف إلى الحصول عمى نتائج محددة اعتباراَ من معطيات ابتدائيةو ما،  مسألة حل
 .رسوم توضيحية تمثل الخطوات وتسمسميا باستخدامنجميزية أو الإ

 ضمن سمسمة من الأعداد الصحيحة. maximumخوارزمية إيجاد أكبر عدد صحيح : 1مثال 
 يح )مؤقت( مساوياً لأول عدد من السمسمة.تعيين أكبر عدد صح

نقارن العدد الصحيح التالي من السمسمة مع العدد المؤقت، فإذا كان أكبر منو نضع أكبر عدد صحيح )مؤقت( مساوياً 
 ليذا العدد الصحيح التالي.

 نكرر الخطوة السابقة إذا كان ىناك المزيد من الأعداد الصحيحة ضمن السمسمة.
يبقي أي عدد صحيح في السمسمة )تم مقارنة كل أعداد السمسمة مع أكبر عدد صحيح مؤقت(. عندىا  نتوقف عندما لا

 يكون أكبر عدد صحيح المؤقت في ىذه المرحمة الأخيرة ىو أكبر عدد صحيح في السمسمة.
خدام إحدى لغات استيوجد العديد من الطرق النصية والبيانية لمتعبير عن الخوارزمية، كما أنو يمكن التعبير عنيا ب

. ولكن الكتابة بمغة برمجة ما يعني التقيد بمغة خاصة، في )الكود( البرمجة وىذا يعني التعبير عن الخوارزمية بالبرنامج
إن استخدام طريقة منتظمة لمتعبير عن الخوارزمية يوفر حرية  .حين أن المطموب وسيمة تعبير مستقمة عن أية لغة

بسيولة نقل الحل إلى لغة برمجة يفيميا الحاسوب، يمكن أن تسمى ىذه الطريقة في  التعبير عن الحل مع الاحتفاظ
إذ تشكل حلًا وسطاً بين « شبو الترميز»وترجمتيا الحرفية  pseudocode التعبير عن الخوارزمية تجاوزاً لغة خوارزمية

 .لغتنا الطبيعية ولغات البرمجة
1دد صحيح ضمن سمسمة من الأعداد الصحيحة عمى سبيل المثال يتم التعبير عن إيجاد أكبر ع 2 na ,  a ,  ,  a 

 عمى النحو التالي: pseudocodeباستخدام ال 
procedure  1,  2,  . . . ,  :  max a a an integers  

  1max a  
for   2i   to n  
if   max ai  then   max ai  
return max {max is the largest element} 
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 algorithm propertiesخصائص الخوارزمية 1.1. 
 يوجد العدد من الصفات التي تشترك بيا الخوارزميات، من بين ىذه الصفات:

 : لكل خوارزمية معطيات دخل من مجموعة محددة.inputالدخل  .1
: من أجل كل مجموعة معطيات دخل تنُتج الخوارزمية معطيات خرج من مجموعة محددة. معطيات outputالخرج 

 الخرج ىي عبارة عن حل المسألة
 .يجب أن تكون تعميمات وخطوات الخوارزمية واضحة بحيث يمكن قراءتيا وفيميا: definitenessالوضوح 
 يم خرج صحيحة من أجل كل مجموعة من قيم الدخل.: يجب عمى الخوارزمية أن تنُتج قcorrectnessالصحة 

وذلك من أجل بعد عدد معين من الخطوات  المرجوّة عمى الخوارزمية أن تنُتج قيم الخرج يجب: finitenessالمحدودية 
 كل مجموعة من قيم الدخل.

 زمنية محدودة.: إمكانية تنفيذ كل خطوة من خطوات الخوارزمية بالضبط وضمن فترة effectivenessالفعالية 
: يجب عمى الإجرائية أن تكون قابمة لمتطبيق من أجل كل المسائل من النموذج المطموب، وليس generalityالعمومية 

 فقط من أجل مجموعة معينة من قيم الدخل.
 

 algorithm typesأنواع الخوارزميات 2.1. 
 عمى سبيل المثال:الرئيسية التي تحميا، يمكن تصنيف الخوارزميات بحسب الوظيفة التي تقوم بيا، والمسألة 

 خوارزميات البحث search algorithms ىدفيا البحث عن عنصر معطيات محدد. 
 خوارزميات الفرز sort algorithms  ىدفيا ترتيب مجموعة من عناصر المعطيات ترتيباً متتالياً اعتماداً عمى

 .أحد بنود العناصر أو عمى اجتماع عدة بنود محددة
عمى سبيل مكن اتباع أسموب آخر في التصنيف يعتمد عمى التقنية المستخدمة في تشكيل التعميمات وتسمسميا، كما ي
 :المثال
 الخوارزميات التتابعيةsequential algorithms  يجري تنفيذىا لاحقاً وفق تتابع التعميمات وبترتيب معين. 
 الخوارزميات المتوازية parallel algorithms  أكثر من جزء منيا في آن واحد معاً، ويجري ذلك يجري تنفيذ

 .عادة عمى عدة معالجات
  التراجعيةالخوارزميات backtracking algorithms  ُستخدم لإيجاد حل ضمن مجموعة وىي خوارزميات ت

محاولات ممكنة، حيث تمثل المحاولات عمى شكل فروع في شجرة. يجري تجريب أحد الفروع، فإن لم نجد الحل 
مثال عمى ذلك تموين خارطة  .لى الوراء لنختار مساراً آخر نجربو وىكذا، حتى نعثر عمى المسار المناسبنعود إ

 .بما لا يزيد عمى أربعة ألوان
  ّةالخوارزميات العَوْدي recursive algorithms  وىي خوارزميات تستخدم ضمن تعميماتيا استدعاءً لمخوارزمية

 n! . مثال عمى ذلك خوارزمية حسابنفسيا
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يمكن تجميع )تصنيف( الخوارزميات التي تستخدم طرق مشابية في حل المسائل مع بعضيا البعض آخذين بعين ىذا و 
 :بأن التصنيف ليس شمولياً وليس منفصلًا )أي يُمكن لتصنيفين ما أن يتقاطعا( الاعتبار
 خوارزميات فرق تسدdivide and conquer algorithms  يتم في ىذا النوع من الخوارزميات أولًا تقسيم :

المسألة المراد حميا إلى مسائل جزئية أصغر من نفس النمط ومن ثم حل تمك المسائل الجزئية بطريقة عودية. 
ثانياً تجميع حمول المسائل الجزئية التي تم الحصول عمييا ضمن حل واحد لممسألة الأصمية. مثال عمى ذلك 

 .merge sortوكذلك خوارزمية الدمج  quicksortز السريع خوارزمية الفر 
  خوارزميات البرمجة الديناميكيةdynamic programming algorithms عبارة عن خوارزميات تتذكر :

النتائج السابقة وتستخدميا لإيجاد نتائج جديدة. تُستخدم الخوارزميات الديناميكية عادة لإيجاد الحمول المثمى 
optimization problems مثال عمى ذلك خوارزمية .Dijkstra  في إيجاد أقصر مسارshortest path 

 بين عقدتين )مدينتين عمى سبيل المثال(.
  خوارزميات الطموحةGreedy Algorithms تُستخدم تمك الخوارزميات لإيجاد الحل الأمثمي لممسائل :

لحظة معينة الحل الأمثل بدون النظر إلى  نأخذ فيالمطروحة، وىي تعمل عمى مراحل، في كل مرحمة أولًا 
في كل خطوة، بالحصول في النياية عمى حل  localنأمل باختيار حل أمثمي محمي وثانياً  النتائج المستقبمية

: بفرض أننا نريد الحصول عمى مبمغ من counting moneyمثال عمى ذلك عد النقود  .globalأمثمي عام 
في كل مرحمة نأخذ أكبر قطعة ورقية أو نقدية بحيث لا  .bills and coinsالمال بأقل قطع ورقية ونقدية 

 ليرة سورية نأخذ: 639نتجاوز المبمغ المطموب، عمى سبيل المثال نريد الحصول عمى مبمغ 
 1  ليرة سورية 500قطعة ورقية من فئة الـ 
 1  ليرة سورية 600ليرة سورية لنحصل عمى  100قطعة ورقية من فئة الـ 
 1 ليرة سورية 625ليرة سورية لنحصل عمى  25ة نقدية من فئة الـ قطع 
 1  ليرة سورية 635ليرات سورية لنحصل عمى  10قطعة نقدية من فئة الـ 
 4  ليرة سورية. 639ليرة سورية لنحصل عمى  1قطع نقدية من فئة الـ 
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  search algorithmsخوارزميات البحث3.1. 
ضمن سمسمة مرتبة، والتي يمكن وصفيا كما يمي: البحث عن موضع في  ىدفيا البحث عن عنصر معطيات محدد

ضمن سمسمة من العناصر المختمفة  x العنصر
1 2,  ,  ,  na a a أو تبيان أنو غير موجود ضمن السمسمة )أي خرج ،

ix   إذا كانi  خوارزمية البحث ىو الموضع a  إذا لم يكن  0أو x .)ضمن السمسمة 
 linear searchالبحث التسمسمي )الخطي( 

بالعنصر  x نبدأ بمقارنة العنصر 
1a إذا كان .

1  x a ذا كان 1، الحل ىو 1x، وا  a  نقارن العنصر x  بالعنصر
2a إذا كان .

2  x a ذا كان 2، الحل ىو 2x، وا  a  نقارن العنصر x  بالعنصر
3a  وىكذا نستمر عمى ىذا

. 0 والحل في ىذه الحالة ىو x المنوال حتى نجد العنصر الذي نبحث عنو أو أن السمسمة تنتيي بدون إيجاد العنصر 
 لمبحث الخطي ىي: خوارزميةاللغة 

procedure  1 2  :  ,  ,  ,  . . . ,  :   nlinear search x integer a a a distinct integers  
 1i   

while (    )ii n and x a   
    1i i   
if i n  then  location i  
else  0location   
return location {subscript i  of the term that equals x , or is 0 if x  is not found} 

 binary searchالبحث الثنائي 
 المرتبة )تصاعدياً عمى سبيل المثال( الموجود في منتصف السمسمة mالذي دليمو  ع العنصرم xالعنصر نبدأ بمقارنة 

  ونناقش الحالات التالية:
a)   mx a يتوقف البحث ونكون قد وجدنا العنصر. 
b)   ma x  العنصرx يمكن أن يوجد قبل  لا

ma .ونتابع البحث ضمن النصف اليميني من السمسمة 
c)   ma x .نتابع البحث ضمن النصف اليساري من السمسمة 

 عدد العناصر الواجب مناقشتيا في كل مرحمة. 2نتابع عممية البحث بحيث نقسم عمى 
procedure  1 2,  :  ,  ,   . . . ,  :   nbinary search x integer a a a increasing integers  

 1i   { i  is left endpoint of search interval} 
 j n   { j  is right endpoint of search interval} 

while   i j  
2 m ( i i ) /      

  if   mx a then   1i m   
  else  j m  
if ix a  then   location i  
else   0location   
return location {subscript i  of the term ai equal to x , or 0 if x  is not found} 
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 1، المكونة من22 20 19 18 16 15 13 12 10 8 7 6 5 3 2 1ضمن سمسمة الأعداد  19لمبحث عن العنصر  :1مثال  6 

أكبر  19. بما أن 22 20 19 18 16 15 13 12و 10 8 7 6 5 3 2 1عناصر  8نصر، نقسميا إلى سمسمتين كل منيا ع
في السمسمة الأكبر )النصف اليميني(. يتم تقسيم السمسمة  19بالتالي سيكون البحث عن  (10)من عنصر المنتصف 

بالتالي يتم البحث في  16  19، بما أن22 20 19 18و 16 15 13 12عناصر  4اليمينية إلى سمسمتين كل منيا 
ليس أكبر من  19. بما أن 22 20و 19 18يث يتم تقسيميا إلى سمسمتين كل منيا عنصرين السمسمة النصف اليسارية ح

. بما أن 19و  18احد بالتالي يتم البحث في السمسمة اليمينية التي يتم تقسيميا إلى سمسمتين كل منيا عنصر و  19
18  19  وىو خرج الخوارزمية  14والذي دليمو يساوي  19بالتالي يتم البحث ضمن السمسمة التي تحوي عنصر واحد

 (.19  19)لأن 
 

  sorting algorithmsالفرزخوارزميات 4.1. 
عنصراً، يرتبط بكل عنصر من عناصر السمسمة مفتاح ينتمي إلى مجموعة مرتبة كمياً. نريد  nلدينا سمسمة تحوي 

الفرز مرتبة تصاعدياً حيث نقرأ السمسمة  الحصول عمى سمسمة تكون بديلًا لعناصر السمسمة الأصمية، بحيث تكون مفاتيح
 من البداية إلى النياية. الغاية من الفرز ىي الوصول السريع إلى المعمومات بطرق البحث.

 تحقق الخواص التالية: Rىي أي مجموعة مرتبة ترتيباً كمياً، أي أنيا مجموعة مزودة بعلاقة  Cمجموعة المفاتيح 
 x C       x R x   
 ,  x y C    (     )x R y  and (     )y R x      x y   
 ,  ,    x y z C    (     )x R y  and (   )yR z       x R z   
 ,  x y C    (     )x R y  or (     )y R x  

يمكن اعتماد أي من مكونات عناصر السمسمة كمفتاح لمفرز، كما يمكن إيجاد تراكيب مختمفة من مكونات  :1ملاحظة 
 اصر لإنشاء الفرز.العن

يمكن فرز مجموعة الأشخاص حسب الاسم أو حسب الكنية أو حسب العمر أو حسب الطول. كما يمكن  :2مثال 
 كما يمي:  ز و تعرف علاقة الترتيبمفتاحاً لمفر  <Age, Size>اعتماد الثنائية 

( x y ) ( x Age y .Age) or ( x .Age y  Age and x .Size y  Size) 
الأولى مفتاحاً جزئياً أولياً، تطيع تحديد أوليات المركبات، فنسمي المركبة في ىذه الحالة نسمي مفتاح الفرز مركباً، ونس

 بقية المركبات الأخرى مفتاحاً جزئياً ثانوياً.و 
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 bubble sortالفرز بطريقة الفقاعات 
 لإيجاد أصغر عنصر في السمسمة، يمكن مسحيا ابتداءً من نيايتيا، وتبديل العناصر المتجاورة إذا كانت لا تراعي

لمفرز بالفقاعات  خوارزميةاللغة الترتيب. في نياية عممية المسح والتبديل يكون أصغر عنصر موجود في بداية السمسمة. 
 ىي التالية:

procedure 
1( ,  . . . ,  :     2)nbubblesort a a real numbers with n   

for  1i   to 1n   
  for  1j   to n i  
    if 1  j ja a   then interchange ja  and 1ja   
 1,  . . . ,      na a is in increasing order  

,3افرز العناصر : 3مثال   2,  4,  1,  باستخدام خوارزمية الفرز بالفقاعات 5 
 

 
 

,2بالتالي نبدل بينيما ونحصل عمى السمسمة  2  3. بما أن 2و 3المرور الأول: نبدأ بمقارنة   3,  4,  1, . بما أن 5 
3  4  1  4. بما أن 1و 4نكمل بمقارنة  2بالتالي نبدل بينيما ونحصل عمى السمسمة,  3,  1,  4,   5  4 بما أن 5 

 د في الموضع الصحيح.موجو  (5)فإن المرور الأول انتيي والذي يضمن أن أكبر عنصر 
مقارنات( ومن ثم الثالث )مقارنتين( وأخيراً المرور الرابع )مقارنة واحدة( نحصل  3نكمل بنفس الطريقة المرور الثاني )

,1عمى السمسة مرتبة تصاعدياً   2,  3,  4,  5. 
 selection sort بالإقحامالفرز 

جل عدد صغير من القيم، وىذه الخوارزمية مستوحاة من الطريقة التي يتبعيا تعتبر خوارزمية الفرز بالإقحام فعالة من أ
1jأن العناصر الـ  j المرحمةمعظم الناس في ترتيب أوراق المعب. تفترض خوارزمية الإقحام أنو في    الأولى من

. تتم عممية الإقحام بمقارنة العنصر المذكور مع بين ىذه العناصر jنصر رقم السمسمة مرتبة، ونريد إيجاد موقع الع
نحصل عمى سمسمة حدودىا  jعناصر السمسمة المذكورة عنصر عنصر بدءاً من أول عنصر منيا. في نياية المرحمة 

 لى مرتبة.الأو  jال 
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 لخوارزمية الفرز بالإقحام ىي التالية: خوارزميةاللغة 

procedure 
1 2 ( ,  ,  . . . ,  :     2)ninsertion sort a a a real numbers with n   

for  2j   to n  
..    1i   
  while   j ia a  
      1i i   
   jm a  
  for  0k   to 1j i   
    1  j k j ka a    
   ia m  
 1,  . . . ,      na a is in increasing order  

 حام.باستخدام خوارزمية الفرز بالإق 5 ,1 ,4 ,2 ,3افرز العناصر : 4مثال 
 5 ,1 ,4 ,3 ,2في بداية السمسمة منتجة السمسمة  2، نضع العنصر 2 < 3. بما أن 3مع  2الحل: نقارن العنصر 

 3 ,2 في الموضع الصحيح ضمن السمسمة المرتبة 4في الترتيب الصحيح(. الآن نضع العنصر  3و 2)لدينا العنصرين 
مكانو في الموضع الثالث ونحصل  4لتالي يبقى العدد با 3 < 4. بما أن 3 < 4و 2 < 4وذلك عن طريق المقارنة 

 ,2في الموضع الصحيح ضمن السمسمة المرتبة  1)العناصر الثلاثة الأولى مرتبة(. نضع العنصر  5 ,1 ,4 ,3 ,2عمى 
في الموضع الصحيح ضمن السمسمة  5. أخيراً نقحم العدد 5 ,4 ,3 ,2 ,1، نحصل عمى السمسمة 2 > 1. بما أن 4 ,3
مكانو  5بالتالي يبقى العنصر  4 < 5عن طريق المقارنة مع عناصر تمك السمسمة المرتبة. بما أن  4 ,3 ,2 ,1تبة المر 

 .5 ,4 ,3 ,2 ,1في الموضع الأخير منتجاً السمسمة المرتبة 
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 growth of functionsتزايد التوابع  .2
)في خوارزميات البحث والفرز  basic operationsلقياس فعالية خوارزمية سنركز اىتمامنا عمى العمميات الأساسية 

 العمميات الأساسية ىي عمميات المقارنة بين العناصر وعمميات التبديل فيما بينيا(.
5nم إلى أ nكبير يكون من غير الميم أن نعرف ىل تحتاج خوارزمية ما إلى  nعندما يكون حجم المعطيات   

A إىمال الثوابت الضربية. فمثلًا عندما نريد مقارنة الخوارزمية عممية أساسية، ويمكن في معظم الأحيان التي عدد  
من  Aأفضل من  Bفإن الخوارزمية   4nتي عدد عممياتيا الأساسية ال Bمع الخوارزمية  2nعممياتيا الأساسية 

 .4التي ىي أكبر من  nأجل جميع قيم 
جري مقارنة الخوارزميات عمى أساس مرتبة الكبر لتوابع تؤول التقريبات السابقة إلى إيجاد ما يسمى مرتبة كِبر تابع، وت

من  التعقيد الزمني )عدد العمميات الأساسية(. من أجل مقارنة الخوارزميات في حالة حجوم معطيات كبيرة، لابد إذاً 
 استخدام بعض التعاريف الرياضية الأساسية.

 
big Oالكبيرة  Oتعريف 1.2.   notation 
إنو  f . نقول عن التابع الصحيحة أو الحقيقية والمعرفان عمى كافة القيم الموجبة gو f ناليكن لدينا التابع :2تعريف 

ونرمز إلى ذلك بـ  gمُسيطر عميو تقاربياً من قبل التابع       f x O g x وجد ثابتان  إذاC وk  بحيث
f ( x ) C g( x )  من أجل كل  x k. 

من التعريف السابق : 2ملاحظة       f x O g x  يمكن القول أن التابع f x  يتزايد بشكل أبطأ من التابع
 g x. 

 
 

بين أن  :5مثال    2 2    2   1  f x x x O x    
1x  الحل: من أجل    2لدينا  x x 21و  x  :2بالتالي 2 2 2 20   2   1   2     4x x x x x x       ،

بالتالي    2  f x O x (  4C  1  وk .) 
2x  ومن أجل    2لدينا 22x x 21و x  :2بالتالي 2 2 2 20   2   1       3x x x x x x       بالتالي ،

أيضاً    2  f x O x (  3C  2  وk .) 
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ليكن  :3ملاحظة       f x O g x  والتابع   h x g x  بالتالي يكون      f x O h x 
بين أن : 6مثال  2 37   x O x 

2بحيث  kو Cالحل: يجب البحث عن  37x Cx  من أجل كل  x k 7  . بملاحظة أنو من أجلx   وىذا
7x  طرفي صحيح لأنو يكفي ضرب    2بالمقدار الموجبx  1  نحصل عمى المطموب. أي وجدناC  و

  7k . 
1k كما يمكننا أخذ   7  وC   لتبان أن 2 37   x O x (  1x   3يعطي 27   7x x.) 

ىل : 7مثال  3 2  7x O x؟ 
بحيث  kو Cالحل: ىل يوجد  3 27x C x  من أجل كل  x k ؟ سنبرىن أن ذلك غير موجود عن طريق

موجودان بحيث  kو Cنقض الفرض. بفرض أن  3 27x C x  من أجل كل  x k بالتالي ىذا يكافئ ،
7x C  بالتقسيم عمى المقدار الموجب(2x وىذا غير صحيح لأنو ميما كانت قيمة )C  التي نأخذىا فإنو يوجد قيم
7xتجعل العلاقة  xكبيرة  C  3غير صحيحة. بالتاليx  ليست 27O x 

ليكن التابع : 1مبرىنة   1

1 1 0          n n

n nf x a x a x a x a

      حيث ،
n n 1 1 0a ,  a ,  ,  a ,  a   أعداد

حقيقية. عندئذ    nf x   O x 
 الموجبة.سنقوم حالياً بإعطاء بعض الأمثمة عمى التوابع التي مجموعة تعريفيا الأعداد الصحيحة 

 لتقدير مجموع الأعداد الصحيحة الموجبة الأولى. الكبيرة Oكيف يمكن استخدام : 8مثال 
2  21الحل:      n n   n     n   n          بالتالي فإن ، 21  2     n   O n     (

C   1وk   1.) 
nل  الكبيرة Oأوجد  :9مثال  ل  الكبيرة O)عاممي( و ! log n ! 

!nnالحل:    1.2.3.  .n n.n.  .n   n     بالتالي ، nn!   O n (C   1 وk   1 وبأخذ .)
nلوغاريتم الطرفين لمتراجحة  السابقة نحصل عمى:  !   nlog n! log n   n.log  n  أي أنو وبأخذ ،C   1 

kو   1  لدينا   log n!   O n.log  n  
. بين أن nوذلك من أجل أي عدد موجب  nn  2الاستقراء الرياضي برىان المتراجحة  يمكن باستخدام: 11مثال 
 nn   O 2. 

نستنتج سريعاً أن  nn  2الحل: بأخذ المتراجحة  nn   O 2 (C   1 وk   1.) 
نحصل  nn  2( الطرفين لممتراجحة 2بما أن تابع الموغاريتم تابع متزايد، بالتالي بأخذ لوغاريتم )أساس  :4ملاحظة 

عمى  2log n   n بالتالي .   2log n  O n بأخذ ،C   k   1 . 
الكبيرة لتقدير عدد العمميات الأساسية لحل مسألة باستخدام خوارزمية ما. أغمب التوابع المستخدمة في  Oيتم استخدام 

2ىذا التقدير ىي التالية:  n1,  log  n ,  n ,  n  log  n ,  n ,  2 ,  n  . الشكل التالي يبين تمك التوابع.!

ISSN: 2617-989X 132 



Discrete Mathematics – CH 5 
 

 
 

big Oالكبيرة  Oخصائص   properties 
a) الانعكاسية :    f x   O f x  
b) الضرب بثابت :     c.O f x   O f x 
c) جمع وضرب التوابع: 
بفرض أن  :2مبرىنة     1 1f x   O g x و    2 2f x   O g xتالي فإن:. بال 

        1 2 1 2f f x   O max g x ,  | g x |   
بفرض أن : 1نتيجة     1f x   O g x و    2f x   O g x:بالتالي فإن .

     1 2f f x   O g x . 
بفرض أن : 3مبرىنة     1 1f x   O g x و    2 2f x   O g x:بالتالي فإن . 

        1 2 1 2f f x   O max g x g x  
الكبيرة من أجل  Oأعط تقدير ل : 11مثال      2f n   3n  log n!   n   3  log  n  . 

الحل: لنبدأ بتقدير الحد  3n  log n! رأينا سابقاً ان .   log n!   O n  log  n وبما أن ، 3n   O n ،
بالتالي فإن    23n  log n!   O n  log  n لتقدير الحد الثاني . 2n   3  log  n  نرى أن

 2 2n   3   2 n  حيث n   2 بالتالي ،   2 2n   3   O n  ينتج من ذلك أن ،
   2 2n   3  log  n   O n  log  n  أخيراً بجمع الحدين نحصل عمى .   2f n   O n  log  n. 

الكبيرة من أجل  Oأعط تقدير ل :12مثال      2 2f x   x   1  log x   1   3x   . 
بدأ بتقدير الحد لنالحل:    2x   1  log x   1  بداية .   x   1   O x   2كما أن 2x   1 2x   من

xأجل   1  بالتالي   2  2 2log x  1 log 2 x   log  2   log  x   log  2   2 log  x 3  log  x       
xمن أجل    2 وىذا يبين أن .   2log x   1   O log  x  بالتالي ،
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     2x   1  log x   1   O x  log  x  ) =  الحد الثاني يعطي 2 23x   O x مما سبق ينتج .
    2f x   O max x  log  x ,  x،  2بما أنx  log  x x  من أجلx   1  ينتج أن   2f x   O x. 

 
big الكبيرة  تعريف 2.2.   notation 
إنو  f. نقول عن التابع الصحيحة أو الحقيقية والمعرفان عمى كافة القيم الموجبة gو fن اليكن لدينا التابع: 3تعريف 

ونرمز إلى ذلك بـ  gالتابع  عمىسيطر تقاربياً يُ     f x   g x  وجد ثابتان  إذاC وk  بحيث
f ( x ) C g( x )  من أجل كلx   k. 

 الكبيرة الكبيرة و  Oيوجد علاقة وثيقة بين : 5ملاحظة     f x   g x      g x   O f x. 
بين أن  :13مثال    3 2 3f x   8 x   5 x   7  x    

الحل:   3 2 3f x   8 x   5 x   7 8 x     من أجل أي عدد حقيقي موجب، وىذا يكافئ كون  3g x   x 
كبيرة لمتابع  Oىو  f x  أي 3 3 2x   O 8 x   5 x   7  . 
 

big الكبيرة  تعريف 3.2.   notation 
إنو  fابع والمعرفان عمى كافة القيم الموجبة الصحيحة أو الحقيقية. نقول عن الت gو fليكن لدينا التابعان  :4تعريف 

ونرمز إلى ذلك بـ  gمن نفس مرتبة التابع       f x g x   إذا كان      f x O g x و
     f x g x.  أو إذا وفقط إذا وجد عددان حقيقيان

1C 2وC  وعدد صحيح موجبk  بحيث تتحقق العلاقة
1التالية: 2C g( x ) f ( x ) C g( x ) . 
عدد صحيح موجب الأولى ىو  nىل مجموع ال  :14مثال  2n؟ 

ن التابع أ 8الحل: وجدنا في المثال    2  1  2      f n n O n      لتبيان أن ،   2  f n n  
يكفي أن نبين أن    2  f n n  أي عمينا إيجاد عدد صحيح موجب ،C  بحيث  2  f n Cn. 

    1  2    f n n       2n /    + ( 2n /   1)    n     
      2n /    + 2n /          2n /    
     (  n   2n /     1)  2n /    
      / 2 / 2n n  
    2 / 4n     1/ 4C   

بين أن  :15مثال  2 23   8    x x log x x  
الحل: من الواضح أن  2 2  3   8   x O x x log x  20. كما أن 8   8x log x x بالتالي ومن أجل كل ،

  1x   2لدينا 23   8   11x x log x x  أي . 2 23   8     x x log x O x .مما سبق ينتج المطموب ، 
ليكن التابع : 4مبرىنة   1

1 1 0          n n

n nf x a x a x a x a

      1، حيث 1 0,  ,  ,  ,  n na a a a   أعداد
0anحقيقية و  عندئذ .     nf x x  

: 16مثال  8 7 2 83   10  221  1444  x x x x    . 
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 complexity of algorithmsتعقيد الخوارزميات  .3
نفسو:  بشكل عام، من أجل مسألة ما يمكن أن يوجد أكثر من خوارزمية لحل تمك المسألة، لذلك فالسؤال الذي يطرح

 كيف نختار الخوارزمية الفعالة التي سنستخدميا لحل تمك المسألة المطروحة؟
 يمكننا الاعتماد عمى قياس زمن تنفيذ البرنامج الناتج عن الخوارزمية ولكنيا فكرة غير جيدة وذلك للأسباب التالية:

قد ينشغل الحاسب بأعمال أخرى، كتابة زمن تنفيذ البرنامج يعتمد عمى الحاسوب )سريع، بطيء(، خلال تنفيذ البرنامج 
 البرنامج تعتمد عمى لغة البرمجة وعمى ميارة المبرمج أيضاً.

 لذلك فإنو من المستحسن إيجاد قياس فعالية خوارزمية ما بشكل مستقل عن الآلة، عن لغة البرمجة وعن المبرمج.
 time complexityزمن التعقيد 

بعدد العمميات المستخدمة من قبل الخوارزمية. العمميات المستخدمة في قياس يمكن التعبير عن زمن تعقيد خوارزمية 
زمن التعقيد يمكن ليا أن تكون مقارنة أو جمع أو ضرب أو قسمة أعداد صحيحة بالإضافة إلى أي عمميات أساسية 

 أخرى.
 أوجد زمن التعقيد لخوارزمية البحث التسمسمي.: 17مثال 

iيتم تنفيذ مقارنتين، الأولى  whileالحل: في كل خطوة من حمقة  n  لمعرفة فيما إذا وصمنا إلى نياية السمسمة
والثانية 

ix a  لمقارنة العنصرx  مع عنصر السمسمة. بالإضافة إلى ذلك يوجد مقارنة أخرى خارج الحمقةi n .
ix  موجود في السمسمة  xبالنتيجة: إذا كان العنصر  a 2، يوجد لدينا   1i   ذا لم يكن العنصر عممية مقارنة. وا 

x  2موجود في السمسمة فإنو يوجد لدينا   2n   ،2عممية مقارنةn  عممية مقارنة لتحديد أن العنصرx  ليس
ia 

,1  وذلك من أجل كل   2,  ,  i n  حمقة. وعممية مقارنة أخرى لمخروج من الحمقة وعممية مقارنة واحدة خارج ال
نستنتج مما سبق أن البحث الخطي يتطمب  n مقارنة في أسوأ الأحوال  (2   2  )n n   

 worst-case complexity التعقيد في أسوأ الأحوال 
استخدام ىذه الخوارزمية التعقيد في أسوأ الأحوال لخوارزمية يعني أكبر عدد من العمميات اللازمة لحل المسألة المعطية ب

عمى دخل من حجم معين. بمعنى آخر ىو عدد العمميات اللازمة تحتاجيا الخوارزمية لضمان الحصول عمى حل. وجدنا 
2السابق في خوارزمية البحث التسمسمي أن عدد المقارنات في أسوأ الأحوال لمخوارزمية ىو  71في المثال    2n 

ون العنصر الذي نبحث عنو غير موجود في السمسمة، بالتالي التعقيد في أسوأ الأحوال ىو والموافق لك n. 
 best-case complexity التعقيد في أحسن الأحوال 

التعقيد في أحسن الأحوال لخوارزمية يعني أقل عدد من العمميات اللازمة لحل المسألة المعطية باستخدام ىذه 
2السابق في خوارزمية البحث التسمسمي عدد المقارنات لمخوارزمية ىو  71الخوارزمية. في المثال    1i   عندما يكون

) iموجود في الموقع  xالعنصر    )ix a في أحسن الأحوال ىو عندما يكون العنصر الذي ، بالتالي عدد المقارنات
)نبحث عنو موجود في أول السمسمة    1)i   والموافق لعدد من المقارنات مقداره 2 1   1  3  بالتالي التعقيد في .

أحسن الأحوال ىو  1. 
 average-case complexity التعقيد الوسطي 

التعقيد الوسطي لخوارزمية يعني العدد الوسطي لمعمميات اللازمة لحل المسألة باستخدام ىذه الخوارزمية عمى كل أنواع 
 الدخل الممكنة من حجم معين.
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أوجد التعقيد الوسطي لخوارزمية البحث التسمسمي بفرض أن العنصر الذي نبحث عنو موجود في السمسمة وأن : 18مثال 
 ل وجوده في أي موقع ىو نفسو.احتما

حسب الفرض ممكن أن يكون أحد عناصر السمسمة  x  الحل: العنصر
1 2,  ,  ,  na a a 17. وجدنا سابقاً في المثال 

ix  موجود في السمسمة  x إذا كان العنصر  a2نو يوجد لدينا ، فإ   1i   عممية مقارنة. بالتالي إذا كان
1  x a ،

فإننا نحتاج إلى  2 1   1  3   ذا كان مقارنات، وا 
2  x a فإننا نحتاج إلى ، 2 2   1  5   مقارنات، وىكذا

 التالي العدد الوسطي لممقارنات المستخدمة ىو:... ب
3 5 2 1 2 1 2 2 1 2

1 2
... ( n ) ( ... n ) n [ n( n ) / ]

n
n n n

        
      

أي أن التعقيد الوسطي لخوارزمية البحث التسمسمي ىو  n. 
 complexity of matrix multiplicationتعقيد ضرب المصفوفات 
ijA  ليكن لدينا المصفوفتان  a     ذات البعد  m p و  ijB b     ذات البعد  p n فإن حاصل ضرب ،A 

ijC  ىو المصفوفة  B و c     ذات البعد  m n حيث ب
1

p

i j i k k j

k

c a b


 لغة الخوارزمية لعممية الضرب ىي .

 التالية:
procedure matrix multiplication( ,  A B : matrices) 

for 1i   to m  

  for 1j   to n  

    0cij   

    for 1k   to p  

      ij ij ik kjc c a b   

return C { [ ]ijC c  is the product of A  and B } 
n   مستخدمة في ضرب مصفوفتين مربعتينما ىو عدد عمميات الجمع والضرب ال: 19مثال  n  ؟ 

A  الحل: تحوي مصفوفة الضرب  B  2عمىn  عنصر. من أجل الحصول عمى كل عنصر منيا يتطمبn  عممية
– ضرب و  1n  3عممية جمع. بالتالي فإن العدد الكمي لعمميات الضرب ىوn  عممية، والعدد الكمي لعمميات الجمع ىو
 2   1n n  

 understanding the complexity of algorithmsفيم تعقيد الخوارزميات 
يبين الجدول التالي بعض المصطمحات المستخدمة لوصف تعقيد الخوارزميات. عمى سبيل المثال إيجاد أكبر عنصر ل 

100nعنصر حيث  nأول حد من سمسمة تحوي  100   باستخدام خوارزمية أكبر عنصر التي وجدناىا سابقاً، ليذه
. تعقيد خوارزمية البحث التسمسمي ليا تعقيد nعممية مقارنة ميما كان العدد  99زمية تعقيد ثابت لأنيا تحتاج إلى الخوار 

خطي )أسوأ الأحوال والحالة الوسطية(. تعقيد خوارزمية البحث الثنائي ىو لوغاريتمي )أسوأ الأحوال(. تعقيد خوارزمية 
( لأنيا تستخدم 2ىو تربيعي )كثير حدود من الدرجة  الفرز بالفقاعات 2n  مقارنة )في أسوأ الأحوال(. يوجد العديد

n  من خوارزميات الفرز التي تعقيدىا ىو  log n  وتسمى خوارزميات الفرز السريعة كخوارزمية الفرز بالدمجmerge 
sortىا عاممي . خوارزمية تعقيدfactorial  إذا كان تعقيدىا من الشكل !n المسافر ، مثال عمى ذلك خوارزمية
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ىو أقصر  مكان مختمف ضمن مدينة واحدة، ما n: لدينا مسافر جوال يريد زيارة وىي Traveling Salesmanالجوال 
 كافة الأماكن؟طريق يمكن أن يختاره لزيارة 

 

 
 

من العمميات، بفرض أن  nيبين الجدول التالي الزمن اللازم لحل مسائل من حجوم مختمفة مع خوارزمية تستخدم العدد 
 سنة أشير إلييا بنجمة. 10100ثانية. الأزمان التي ىي أكبر من  11-10العممية الواحدة تستغرق زمناً قدره 
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 رينتما
 

وخرجيا موضع آخر عدد زوجي في السمسمة أو  nوصّف خوارزمية دخميا سمسمة من الأعداد الصحيحة عددىا  .1
 إذا كانت السمسمة لا تحوي أي عدد زوجي.0   تُرجع العدد

 
فقط. ما ىو  assignmentباستخدام عمميات الالحاق  yو xوصّف خوارزمية تقوم بتبديل قيم العنصرين  .2

 عدد عمميات الالحاق اللازمة؟
 

,1في السمسمة  9اسرد كل الخطوات المستخدمة لمبحث عن العنصر  .3  3,  4,  5,  6,  8,  وذلك باستخدام: 11, 9 
a)  التسمسميخوارزمية البحث 
b) خوارزمية البحث الثنائي 

 
وصّف خوارزمية تحدد موضع أول حدوث لأكبر عنصر من سمسمة عدد عناصرىا منتيي، حيث عناصر  .4

 السمسمة أعداد صحيحة ليس بالضرورة أن تكون متباينة.
 

وصّف خوارزمية تعد عدد الواحدات في سمسمة بيتات )أصفر وواحدات( عن طريق فحص كل بت من بتات  .5
 .مسمة فيما إذا كان واحد أو صفرلسا

 
,1ما ىو عدد المقارنات اللازمة لخوارزمية الفرز بالإقحام لفرز السمسمة  .6  2,  ,  n؟ 

 
بحيث  nأوجد أصغر عدد صحيح  .7     nf x O x :من أجل كل من التوابع التالية 

a)   2 3  2     f x x x log x  
b)      4 2 3        1 /   1f x x x x    
c)    

45  3   f x x log x  
d)   3 2  2     f x x x log x  

 
عدد صحيح موجب. بين أن  kليكن  .8 11   2       k k k kn O n     . 

 
n رتب التوابع التالية .9 , 21000  ,    ,  2 !,  2 ,  3 ,  /1000000log n n log n n n n n بحيث كل تابع ىو 

 big O .لمتابع الذي يميو 
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 الكبيرة من أجل التوابع التالية: Oأعط تقدير ل  .11
a)   2   8   1n n  
b)     3 2!  2   1nn n log n   
c)   2 3      2n log n n n  
d)   2 32     3n nn n  

 
بين أن  .11 2 23    1  3x x x     بإيجاد كل منk 1وC 2وC. 

 
 الكبيرة لعدد العمميات )ضرب أو جمع( المستخدمة في ىذا الجزء من الخوارزمية: Oأعط تقديراً ل  .12

  0t  
for  1i   to 3 

  for 1j   to 4 

      t t ij  
 

 ة:الكبيرة لعدد العمميات )جمع( المستخدمة في ىذا الجزء من الخوارزمي O  أعط تقديراً ل .13
  0t  

for  1i   to n 
  for  1j   to n 
        t t i j   

 
الحل في زمن قدره دقيقة واحدة باستخدام خوارزمية تتطمب التي من أجميا يتم  nما ىي أكبر قيمة ل  .14 f n 

 ثانية، في الحالات التالية: 12-10عممية وحيث يتم تنفيذ العممية بزمن قدره 
a)      f n log n 
b)   2  f n n 
c)     2nf n  

 
22إذا كانت الخوارزمية تأخذ  nوارزمية لحل مسألة حجميا كم من الوقت تأخذ خ .15   2nn   عممية وحيث يتم

 :nثانية، من أجل قيم  9-10تنفيذ العممية بزمن قدره 
a) 10 
b) 20 
c) 50 
d) 100 
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 : ساعة واحدةالمدة   51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة40)       السؤال الأول: اختر الإجابة الصحيحة 

 
 أيا من العبارات التالية غير صحيحة: .1

a)  إذا كانت      f x g x   بالتالي      g x f x  
b)  إذا كانت      f x g x   بالتالي      g x O f x 
c)  إذا كانت      f x g x   بالتالي      g x O f x 
d)  إذا كانت      f x g x   بالتالي      g x f x  

 
بما أن  .2 2 23 8   n n O n  بالتالي يوجد ،C وk  2بحيث 23 8n n Cn   من أجل أي عدد موجب

  n k 6  . بفرض أنC   ما ىو أصغر عدد موجبk :يحقق ذلك 
a) 1 
b) 2 
c) 3 
d) 4 

 
أي زوج من التوابع التالية لو الخاصة  .3     (f x O g x و      g x O f x: 

a)  
2

3 3x  5وx 
b) 2x logx و 

2
 x log x 

c) 2x 2وx 
d) 2x و log x 

 
 O(n log n)الية ىو أي من التوابع الت .4

a)  nlog n 
b) 2   n log n 
c) 2n 
d) 2n 

 
إذا كان  .5   2nf n O و   2g n O nأي من العبارات التالية صحيحة؟ . 

a)      4nf n g n O 
b)      22f n g n O n  
c)      4f n g n O n  
d)      4f n g n O n 
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 ( درجة40)      السؤال الثاني: أجب بصح أو خطأ )مع التعميل(
 

1.  3 7x O x  
a) صح 
b) خطأ 

 
2.  5    log x O x 

a) صح 
b) خطأ 

 
3.  2    x log x O x 

a) صح 
b) خطأ 

 
4.  3   2n nO 

a) صح 
b) خطأ 

 
5.  2   3x xO 

a) صح 
b) خطأ 

 
6.       f x O g x  بالتالي      / 2f x O g x 

a) صح 
b) خطأ 

 
7.  2   3x x  

a) صح 
b) خطأ 

 
8.      4 2 2 21 / 1   x x x x     

a) صح 
b) خطأ 
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 درجات 10          السؤال الثالث:

 
  طوات المستخدمة في خوارزمية البحث عن أكبر عدد صحيح ضمن السمسمة:أسرد كل الخ .1

1,  8,  12,  9,  11,  2,  14,  5,  10,  4  
 الحل:

  1,    2,    8,    3,    12,    4,max i max i max i       
  5,    6,    7,    14,    8,    9,    10,    11i i i max i i i i         

 1توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
 

 درجات 10          السؤال الرابع:
 
,3ضمن السمسمة  9البحث عن العنصر أسرد كل الخطوات المستخدمة في خوارزمية  .1  4,  5,  6,  8,  9 ,11 

 باستخدام: أولًا البحث التسمسمي، ثانياً البحث الثنائي
 الحل:

 :    1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    7;Linear search i i i i i i i location         
 :    1,    8,    4,    5,    6,    7,    7,    7,    7Binary search i j m i m i m j location          

 1.3توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
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 توجيه في حال الخطأ صحيحةالإجابة ال السؤال الأول

1 a  2الفقرة 
2 c  1.2الفقرة 
3 b  1.2الفقرة 
4 a  1.2الفقرة 
5 a  1.2الفقرة 

 
 

 توجيه في حال الخطأ الإجابة الصحيحة السؤال الثاني
1 a  1.2الفقرة 
2 a  1.2الفقرة 
3 a  1.2الفقرة 
4 b  1.2الفقرة 
5 a  1.2الفقرة 
6 a  1.2الفقرة 
7 b  2.2الفقرة 
8 a  3.2الفقرة 
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 الفصل السادس:البيانات
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 رقم الصفحة العنوان
 definitions and basic properties 147تعاريف وخواص أساسية  .1

 graphs definition 147تعريف البيانات 1.1. 
 graph examples 149أمثمة عن البيانات 2.1. 
 graph properties 150خواص البيانات 3.1. 
 special graphs 153 البياناتأنواع خاصة من 4.1. 
 some applications ofخاصة من البياناتالبعض تطبيقات الأنواع 5.1. 

special types of graphs  

 subgraphsالجزئية البيانات 6.1. 

 156

158 
 graph unions 158اجتماع البيانات 7.1. 

 representing graphs 159 تمثيل البيانات .2
 adjacency matrix 159مصفوفة الجوار 1.2. 
 incidence matrix 161 الورودمصفوفة 2.2. 

 connectivity 162الترابطية  .3
 connectedness inالترابطية في البيانات غير الموجية 1.3. 

undirected graphs 162 

 connectedness in directedفي البيانات الموجية  الترابطية2.3. 
graphs  

 counting paths between verticesعدد المسارات بين العقد 3.3. 

 163

164 
 Euler and Hamilton paths 165 ىاممتونمسارات أولر ومسارات  .4

 Euler paths and circuits 165مسارات ودارات أولر 1.4. 
 Hamilton paths and circuits 167مسارات ودارات ىاممتون 2.4. 

 shortest path problems 168مسائل أقصر مسار  .5
 a shortest-path algorithm 168خوارزمية أقصر مسار 1.5. 
 traveling salesman 171مسألة المسافر الجوال 2.5. 
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 الكممات المفتاحية:
بيان موجو، بيان غير موجو، عقدة، سيم، حمقة، درجة عقدة، الدرجة الواردة، الدرجة الصادرة، بيان تام، بيان دائري، 

دولابي، بيان تكعيبي، بيان ذات جزئين، بيان بسيط، بيان جزئي، مصفوفة الجوار، مصفوفة الورود، الترابطية، بيان 
أولر، دارة أولر، مسار ىاممتون، دارة ىاممتون، أقصر مسار،   مترابط بقوة، مترابط بضعف، مسار، دارة، مسار

 المسافر الجوال.
 

 ممخص:
ا الفصل إلى التعرف عمى مفيوم البيان وخواصو وتعاريف أساسية متعمقة فيو وأنواعو وكيفية تمثيمو وتطبيقاتو ييدف ىذ

 استخدامو أيضاً في حل مسألة المسافر المتجول.ر بين مدينتين عمى سبيل المثال و في الحياة العممية كإيجاد أقصر مسا
 

 أىداف تعميمية:
 الطالب في ىذا الفصل عمى:يتعرف 
 لبيانات تعريفيا خواصيا وأنواعياا 
 الجوار مصفوفة باستخدام البيانات تمثيل 
 الترابطية في البيانات 
  ىاممتونمسارات أولر ومسارات 
 مسائل أقصر مسار 

  

ISSN: 2617-989X 146 



Discrete Mathematics – CH 6 
 

 definitions and basic propertiesتعاريف وخواص أساسية  .1
 graphs definitionتعريف البيانات 1.1. 

المطارات في دولة ما، بعض تمك المطارات يرتبط برحلات مباشرة مع مطارات أخرى من نفس البمد ليكن لدينا مجموعة 
أو من بمدان أخرى والبعض الآخر يرتبط بقمة مع باقي المطارات. من المفيد أحياناً إيجاد بنية لربط تمك المطارات مع 

ضافة معمومات إضافية كالتكمفة أو المسافة أو الزمن بعضيا البعض لتبيان الرحلات المباشرة بينيا )ومن الممكن أيضاً إ
ذا كان مطاران مرتبطان برحمة  اللازم لكل رحمة مباشرة(. يمكننا تمثيل ذلك برسم خارطة نعبر عن كل مطار بنقطة وا 

 ان.نسمي ىذا التمثيل بالبي ،عمى ىذا الخط يمكن أن نضع التكمفة أو المسافة أو الزمننمثميا بخط بينيما و  مباشرة
 
 
 
 
 
 
 

عبارة عن ثنائية مرتبة  Gالبيان  :1تعريف  ,  V E حيث ،V منتيية من العقد  غير خالية ىي مجموعةVertices 
لو عقدة واحدة أو  كل سيم .Edges( الأضلاعىي مجموعة الأسيم ) Eالنا العقد عبارة عن المطارات( و)في مث

 .endpointsندعوىا طرفي السيم  عقدتين مرتبطتين بو،
. مثال عمى ذلك السيم loopنسمي كل سيم لو عقدة واحدة مرتبطة بو، حمقة 

5e ونسمي الأسيم التي تتشارك بنفس .
. مثال عمى ذلك السيمين parallelالنيايات أسيماً متوازية 

2e 3وe. 
مثال عمى ذلك العقدتين  adjacentطتين بالسيم عمى أنيما متجاورتين نسمي العقدتين المرتب

6v 7وv بينما نسمي ،
عقدة الحمقة عمى أنيا مجاورة لنفسيا مثال عمى ذلك العقدة 

4v. 
مثال عمى ذلك العقدة  isolatedلة نسمي العقدة التي ليس ليا أسيم واردة بالمعزو 

5v. 
 

 
  

OR

D 

PVD 

MIA 
DFW 

SF

LAX 

LGA 

HN

802 

1387 
1743 

1843 

1099 
1120 

1233 

337 

2555 

142 
849 
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 ليكن لدينا البيان التالي: :1مثال 
 

 
 

 اكتب مجموعة العقد ومجموعة الأسيم وكذلك طرفي الأسيم. .1
أوجد كل الأسيم الواردة إلى  .2

1v كل العقد المجاورة ل ،
1v كل الأسيم المجاورة ل ،

1e الحمقات، الأسيم ،
 المتوازية، العقد المجاورة لنفسيا، العقد المعزولة.

 الحل:
مجموعة العقد =  .1 1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  v v v v v v 

مجموعة الأسيم =  1 2 3 4 5 6,  ,  ,  ,  ,  e e e e e e 
 

 
 

الأسيم الواردة إلى  .2
1v :1e 2وe 3وe. 
 .3vو 1v :2vالعقد المجاورة ل 

 .4eو 3eو 1e :2eالأسيم المجاورة ل 
 7eو 6eالحمقات: 

 .3eو 2eالأسيم المتوازية: 
 .6vو 5vالعقد المجاورة لنفسيا: 

 .4vالعقد المعزولة: 
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 سمّ العقد والأسيم لكل منيما بحيث يمثلان نفس البيان ليكن لدينا البيانين التاليين: 2مثال 
 

 
 الحل:

 
 

 
أن تكون غير منتيية. نسمي البيان الذي لو عدد غير منتو من العقد  Gلمبيان  Vيُمكن لمجموعة العقد  :1ملاحظة 

 .infiniteأو عدد غير منتو من الأسيم بالبيان غير المنتيي 
 

 graph examplesأمثمة عن البيانات 2.1. 
 يتم استخدام البيانات في نمذجة العديد من المسائل المعقدة بيدف حميا.

 social networksالشبكات الاجتماعية 
تُستخدم البيانات لنمذجة البنى الاجتماعية المبنية عمى الأنواع المختمفة من العلاقات بين الناس أو مجموعات من 

 الناس. في ىذه البيانات يتم تمثيل الأفراد أو المنظمات بعقد، والعلاقات بين الأفراد أو المنظمات يتم تمثيميا بالأسيم.
. نستخدم بيان بسيط لتمثيل acquaintanceship and friendship Graphsبيانات التعارف والصداقة : 3ثال م

 فيما إذا كان شخصان يعرفان بعض أو أنيما أصدقاء، نربط الشخصان بسيم غير موجو عندما يعرفان بعضيما البعض.
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 communication networksشبكات الاتصالات 
. نستخدم بيان موجو لتمثيل المكالمات حيث يتم تمثيل كل رقم ىاتفي بعقدة call graphsبيانات الاتصالات : 4مثال 

 وكل اتصال ىاتفي بسيم موجو.
 

 
 

 information networksشبكات المعمومات 
. يتم نمذجة الويب ببيان موجو، حيث يتم تمثيل كل صفحة ويب بعقدة وحيث Web graphsبيانات الويب  :5مثال 

 .bيُشير إلى  aإذا وجد رابط عمى  bوتنتيي في صفحة الويب  aيبدأ السيم من صفحة الويب 
 

 graph propertiesواص البيانات خ3.1. 
البيان الذي لا يحوي أية حمقات أو أسيماً متوازية. في البيان البسيط  simple graphنسمي بيان بسيط  :2 عريفت

ب  wو vنرمز لمسيم المحدد بالطرفين  ,  v w  
ارسم كل البينات البسيطة الممكنة والمؤلفة من أربع عقد : 6مثال  ,  ,  ,  u v w x  وسيمين أحدىما ,  u v 

الحل: إن عدد الأسيم الممكنة من أربع عقد ىي ستة أسيم التالية: 
           ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  u v u w u x v w v x w x واحد من ىذه الأسيم ىو . ,  u v  بالتالي السيم

 الثاني يمكن أن يكون واحد من الأسيم الخمسة المتبقية.
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 ، البيانdirected graph موجو بيان نسمي :3 تعريف   ,  G V E ، حيثV من العقد و  غير خالية مجموعة
E  ندعوىا طرفي السيم  يرتبط بزوج مرتب من العقد كل سيم الموجية، حيثىي مجموعة الأسيمendpoints. 

. أي لدينا vإلى  wفميس من الضروري أن يوجد سيم من  wإلى  vذا وجد سيم من في البيان الموجو إ: 2ملاحظة 
زوج مرتب  ,  v w بمعنى ،   ,  ,  v w w v نسمي العقدة .v  الذيلtail  ونسمي العقدةw  الرأسhead. 

 

 
تكون الثنائيات الموجو غير في البيان  :3ملاحظة  ,  v w  غير مرتبة أي أنو إذا كانتv  في جوارw  فإنw  ىي
(، أي أن الاتجاىينأيضاً )السيم في  vفي جوار    ,    ,  v w w v. 

 

 
ونرمز ليا بـ ، في بيان غير موجو vعقدة  degreeنعرف درجة  :4 تعريف deg v،  عمى أنو عدد الأسيم التي

ذا كان السيم حمقة نعدّه مرتين تصل إلى العقدة،  ، لدينا عمى سبيل المثال:مجموعة المطارات، بيان السابق. في المثال وا 
       4,    2,    1deg LAX deg PVD deg HNL   

الكمية لبيان عمى أنو مجموع درجات العدد التي يتألف منيا  درجةالنعرف  :5 تعريف
v V

deg( G ) deg(v )


 . 

 الكمية لو: درجةالتالي ومن ثم أوجد ال Gأوجد درجة كل عقدة من عقد البيان  :7مثال 
 

 
 الحل:

 1   0deg v     2   2deg v  ,   3   4deg v   
       1 2 3        0  2  4  6deg G deg v deg v deg v        

ليكن في البيان : 1مبرىنة    ,  G V E غير الموجو  e 2:لدينا سيم. يكون
v V

e deg(v )


 . 

 الكمية لبيان ىي عدد زوجي. درجةال :1نتيجة 
  

ORD PV

D 

flight 

AA 1206 

ORD PV

D 

849 
km 
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 ؟6عقد درجة كل منيا   10ما ىو عدد الأسيم في بيان لو  :8مثال 
2، بالتالي 60  6.10الحل: بما أن الدرجة الكمية لمبيان ىي    60e  30  . إذن عدد الأسيم ىوe . 

في البيان  :2مبرىنة    ,  G V E يوجد عدد زوجي من العقد التي درجتيا عدد فردي. غير الموجو 
في بيان موجو عمى أنو عدد الأسيم التي تصل إلى ىذه العقدة،  vلعقدة  in-degreeنعرف الدرجة الواردة : 6 تعريف

ونرمز ليا بـ  deg v ونعرف الدرجة الصادرة .out-degree  لعقدةv  عمى أنو عدد الأسيم التي تخرج من ىذه
العقدة، ونرمز ليا بـ  deg v 

 والدرجة الصادرة لكل عقدة من عقد البيان التالي: الواردةأوجد الدرجة : 9مثال 
 

 
 الحل:

 الدرجات الواردة لعقد البيان ىي:
             2,  2,    3,    2,    3,     0deg a deg b deg c deg d deg e deg f                

 والدرجات الصادرة لعقد البيان ىي:
             4,  1,     2,     2,    3,     0deg a deg b deg c deg d deg e deg f                

ليكن في البيان : 3مبرىنة    ,  G V E  الموجوe :سيم. يكون لدينا 

v V v V

deg (v ) deg (v ) e 

 

   

 في المثال السابق نجد أن:: 10مثال 

v V

deg (v )



 = 2 + 2 + 3 + 2 + 3 + 0 = 12 =
v V

deg (v )



 = 4 + 1 + 2 + 2 + 3 + 0 
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 special graphs أنواع خاصة من البيانات4.1. 
عقدة بحيث أنيا تحوي عمى سيم واحد بين  nب  بسيطة ىي عبارة عن بيانات :complete graphsالبيانات التامة 

نرمز ليا ب و كل زوج من العقد المختمفة، 
nK.  يبين الشكل التالي البيانات التامة

nK  من أجل
  1,  2,  3,  4,  5,  6n . 

 

 
 

)عـقدة  nب  بسيطة اتوىي عبارة عن بيان: cyclesالبيانات الدائرية  3)n  
1 2,  ,  ,  nv v v وn  سيم

     1 2 2 3 1,  ,  ,  ,  ,  ,  n nv v v v v v ، نرمز ليا بـ و
nC.  البياناتيبين الشكل التالي 

nC من أجل ... 
 

 
 

)يتم الحصول عمييا بإضافة عقدة إلى البيانات الدائرية  :wheelsالبيانات الدولابية  3)n   ضافة سيم من العقدة وا 
نرمز ليا بـ و الجديدة إلى كافة العقد الأخرى، 

nW.  يبين الشكل التالي
nW  3  من أجل,  4,  5,  6n . 
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عقدتان تكون بت.  nكافة القيم الثنائية لسمسمة طوليا  2nتمُثل عقدىا التي عددىا : n-cubesالبيانات التكعيبية 
نرمز ليا ب و متجاورتان إذا وفقط إذا اختمفتا ببت واحد، 

nQ البيانات. يبين الشكل التالي 
nQ 1  من أجل,  2,  3n . 

 

 
 الحصول عمىيمكن  1n cube  

1nQ 
nمن   cube 

nQ  وذلك بأخذ نسختين من
nQ  ونُسبق أسماءlabels 

، ومن ثم إضافة أسيم تصل العقدتين المختمفتين فقط بالبت 1وأسماء عقد النسخة الثانية ب  0عقد النسخة الأولى ب 
الأول. عمى سبيل المثال يتم بناء 

3Q  بأخذ نسختين من
2Q  واحدة تكون الوجو العموي ل

3Q  والأخرى الوجو السفمي ل
3Q  في بداية اسم كل  1(، ونضيف 011مثلًا تصبح  11في بداية اسم كل عقدة من عقد الوجو السفمي ) 0ونضيف

 ( وأخيراً نضيف أسيم بين عقدتين يختمفان بالبت الأول.100مثلًا تصبح  00عقدة من عقد الوجو العموي )
 bipartite graphsذات الجزئين البيانات 
التي يتألف منيا إلى  Vأنو ذو جزئين إذا تمكنا من تجزئة مجموعة العقد  Gنقول عن بيان بسيط : 7 تعريف

مجموعتين 
1V 2وV  بحيث أن كل سيم من أسيم البيان يربط عقدة في

1V  بعقدة في
2V أي لا يوجد أي سيم من ،G 

يربط عقدتين في 
1V  أو في

2V. 
البيان البسيط : 11مثال 

6C إلى مجموعتين  ىو بيان ذو جزئين لأنو يمكن تجزئة مجموعة عقده 1 1 3 5  ,  ,  V v v v 
و 2 2 4 6  ,  ,  V v v v وكل سيل في ،

6C  يربط عقدة في
1V مع عقدة في 

2V:كما يبينو الشكل التالي ، 
 

 
البيان  :12مثال 

3
K  ليس بيان ذو جزئين لأنو إذا جزئنا مجموعة العقد التي يتألف منيا

3
K  إلى مجموعتين منفصمتين

جزئين فإن ىاتين العقدتين لا يمكن أن ترتبطا  فإن واحدة من المجموعتين ستكون مكونة من عقدتين. فإذا كان البيان ذو
مع بعض بسيم، لكن في 

3
K .كل عقدة ترتبط إلى كل عقدة من العقدتين الأخريين بسيم 

ذو جزئين إذا وفقط إذا كان من الممكن تموين عقد البيان بمونين مختمفين بحيث أنو  Gيكون البيان البسيط : 4مبرىنة 
 لا يوجد عقدتين متجاورتين ليما نفس المون.
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 التاليين ذو جزئين؟ Hو Gىل البيانين : 13مثال 
 

 
 ذو جزئين. Gيمكن تموينو كما يمي بحيث لا يوجد عقدتين متجاورتين ليما نفس المون، بالتالي البيان  Gالحل: البيان 

 

 
 

بالأسود  fو eو bبالأحمر عمى سبيل المثال، بالتالي عمينا تموين العقد  aنبدأ بتموين العقدة  Hأما بالنسبة لمبيان 
ليس ذو  Hمتجاوران أيضاً. بالتالي البيان  fو e، ولكن ىذا غير ممكن لأن كل من aلأن كل منيا مجاور ل 

 جزئين.

 
 

Complete bipartite graphs ,mذات الجزئين الكاممة البيانات nK   
. نقول عن بيان أنو بيان كامل ذو جزئين عمى العقد nو mليكن العدادان الموجبان  :8 تعريف ,  m n والذي نرمز ،

m,لو بالرمز nK البيان البسيط المؤلف من العقد المختمفة ،
1 2,  ,  ,  mv v v و

1 2,  ,  ,  nw w w  والذي يحقق الخواص
,التالية وذلك من أجل كل     1,  2,  ,  i k m   ومن أجل كل,    1,  2,  ,  j l n : 

 jwإلى كل عقدة  ivمن كل عقدة يوجد سيم  .1
 kvإلى أي عقدة  ivلا يوجد أي سيم من أي عقدة  .2
 lwإلى أي عقدة  jwلا يوجد أي سيم من أي عقدة  .3

  

a b 

c 

d e 

f 

g 

a b 

c 

d e 

f 
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 :2,6Kو 3,5Kو 3,3Kو 2,3Kذات الجزئين  الكاممة البياناتيبين الشكل التالي  :14مثال 
 

 
 

 some applications of special types ofخاصة من البياناتالبعض تطبيقات الأنواع 5.1. 
graphs 

  الشبكات المحميةLocal Area Network (LAN):  ًيُمكن وصل الحواسب مع بعضيا البعض، وكذلك أيضا
. بعض ىذه الشبكات LANالأجيزة الطرفية كالطابعات عمى سبيل المثال، يُمكن وصميا باستخدام شبكة محمية 

كزية. تتم المخاطبة بين جياز ، حيث كافة العقد تكون مربوطة بعقدة مر star topologyيستخدم البنية النجمية 
 ringبعض الآخر يستخدم البنية الحمقيةوال (a)وآخر عن طريق جياز العقدة المركزية كما ىو مبين في الشكل 

topology  البيانات الدائرية(
nC كما ىو مبين في الشكل ،)(b)الرسائل بين جياز وآخر  إرساليتم  ، حيث

عبر الحمقة حتى تصل الرسالة إلى الجياز المعني. وأخيراً يُمكن استخدام البنيتين السابقتين مع بعضيما 
البعض، بنية ىجينة، )البيانات الدولابية 

nW كما ىو مبين في الشكل ،)(c)،  الرسائل بين  إرساليتم حيث
السبب في استخدام ىذه البنية اليجينة ىو من أجل زيادة و حمقة أو عبر العقدة المركزية جياز وآخر عبر ال

 الوثوقية.

 
المعالجة : Interconnecting Networks for parallel Computationالوصلات الشبكية لممعالجة المتوازية 

لواحد أن يحتاج إلى معطيات خرج من تستخدم حواسب مكونة من العديد من المعالجات. ويمكن لممعالج االمتوازية 
إن أسيل الطرق المستخدمة في الوصلات معالج آخر، بالتالي من الضروري وصل تمك المعالجات مع بعضيا البعض. 

الشبكية لممعالجة المتوازية، ولكنيا الأغمى، تتضمن الوصمة الثنائية بين كل زوج من المعالجات والتي يُمكن تمثيميا 
ىو عدد المعالجات المستخدمة. تكمن المشكمة ىنا في عدد الوصلات الكبير اللازم لربط  n، حيث nKبالبيان التام 

 64المعالجات كميا مع بعضيا البعض لا سيما إذا كان عدد المعالجات كبير نسبياً. عمى سبيل المثال ليكن لدينا 
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 n. في الجية المقابمة أسيل طريقة وأرخصيا ىي ترتيب الـ C(64, 2) = 2016الوصلات اللازم ىوعالج، فإن عدد م
ىذه الحالة يرتبط كل معالج . في linear arrayمعالج بشكل خطي 

iP  فيما عدا(
1P وnP مع جيرانو )

1iP
و 

1iP
 

ما يرتبط المعالج ن. بيالاتجاه ثنائيةعن طريق وصمة 
1P  مع

2P  فقط و المعالج
nP  مع

1nP 
فقط، كما ىو مبين في  

 التالي:الشكل 

 
 

n  2 باستخدام البنية الشبكية )نسق ثنائي البعد(، حيث عدد المعالجات ىو مربع عدد ما m نرمز لممعالجات بـ .
 ,  ,  0 1,  0 1P i j i m j m      يرتبط كل معالج بجيرانو الأربعة .( 1,  )P i j و( ,  1)P i j  ما عدا ،

مع معالجين آخرين، والمعالجات الاخرى  الاتجاهالمعالجات التي تقع عمى الزوايا حيث يرتبط كل منيا بوصمة ثنائية 
 التالي:معم ثلاث معالجات، كما ىو مبين في الشكل  الاتجاهالتي ىي عمى الأطراف يرتبط كل منيا بوصمة ثنائية 

 

 
 

2mn  ، حيث عدد المعالجات ىو hypercubeأكثر استخداماً ىي البنية التكعيبية بنية أخرى   نرمز لممعالجات بـ .
0 1,  ,  ,  nP P P يرتبط كل معالج عن طريق وصمة ثنائية إلى .m  معالج آخر، أي أننا نستخدم البيانات من النوع

معالجات )طريقة أخرى لرسم  8بنية تكعيبية مؤلفة من  التالي. يُمثل الشكل Qn (n-cubes)التكعيبي 
3Q.) 
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 subgraphsالجزئية البيانات 6.1. 
نعرف البـيان الجزئي من البيان : 9 تعريف   ,  G V E  عمى أنو البيان   ,  H W F بحيث أن ،W V و

F E. 
 أوجد كافة البيانات الجزئية من البيان التالي: :15مثال 

 

 
 

 الحل:

 
 

 graph unionsاجتماع البيانات 7.1. 
 بيانين بسيطين اجتماع نعرف :10 تعريف 1 1 1  ,  G V E و 2 2 2  ,  G V E البسيط المؤلف من  عمى أنو البيان

مجموعة العقد 
1 2V V  ومجموعة الأسيم

1 2E E ونرمز لاجتماع .
1G 2وG 1 ب 2G G. 

أوجد اجتماع  :16مثال 
1G 2وG :المعرفان بالشكل التالي 
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الحل: يبين الشكل التالي اجتماع البيانين 
1G 2وG. 

 

 
 
 representing graphs تمثيل البيانات .2

 adjacency matrixمصفوفة الجوار 1.2. 
غير الموجو  ليكن لدينا البيان :11 تعريف   ,  G V E مجموعة العقد  المكون من 1 2  ,  ,  ,  nV v v v  
عمى أنيا المصفوفة المربعة  G لمبيان مصفوفة الجوار نعرف   ijA a  ذات البعد  n n  المعرفة عمى النحو

يساوي عدد الأسيم التي تربط العقدة  ijaالتالي )
iv  بالعقدةjv): 

ija   the number of edges connecting vi  and vj  ,    1,  2,  ,  i j n   
 أوجد مصفوفة الجوار لمبيان التالي: :17مثال 

 

 
  الحل:

 
 

 أوجد مصفوفة الجوار لمبيان التالي:: 18مثال 
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 الحل:

 
 

الموجو  ليكن لدينا البيان: 12 تعريف   ,  G V E مجموعة العقد  المكون من 1 2  ,  ,  ,  nV v v v  نعرف 
عمى أنيا المصفوفة المربعة  G لمبيان مصفوفة الجوار   ijA a  ذات البعد  n n ( المعرفة عمى النحو التالي

ija يساوي عدد الأسيم من العقدة  iv إلى العقدة  jv): 
 ija   the number of edges from   iv  to   jv  ,  i, j = 1, 2, …, n 

 أوجد مصفوفة الجوار لمبيان الموجو التالي: :19مثال 
 

 
 الحل:

 
 

 أوجد مصفوفة الجوار لمبيانين الموجيين التاليين الذين يختمفان فقط بترتيب العقد:: 20مثال 
 

 
 الحل:
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 أوجد البيان الموجو الذي مصفوفة جواره ىي التالية: :21مثال 
 

 
 

البيان الموافق لمصفوفة الجوار أعلاه، وليكن  Gالحل: ليكن 
1 2 3 4,  ,  ,  v v v v  مجموعة عقد البيانG: 

 

 
 

 ىو التالي:بالتالي يكون البيان الموجو الموافق لممصفوفة 

 
 

 incidence matrix الورودمصفوفة 2.2. 
غير الموجو  ليكن لدينا البيان: 13 تعريف   ,  G V E مجموعة العقد  المكون من 1 2  ,  ,  ,  nV v v v  ،

ومجموعة الأسيم  1 2  ,  ,  ,  mE e e e  .الورود لمبيانمصفوفة  نعرف  G  عمى أنيا المصفوفة   ijM m 
n  ذات البعد  m المعرفة عمى النحو التالي: 

1

0

j i

ij

when edge e is incident with v ,
m

otherwise


 

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 أوجد مصفوفة الورود لمبيان التالي:: 22مثال 
 

 
 الحل:

 
 
 connectivityالترابطية  .3

 connectedness in undirected graphsالترابطية في البيانات غير الموجية 1.3. 
0nبطول  pathنعرف المسار  :14 تعريف   من العقدةu  إلى العقدةv ضمن بيان غير موجو G  سمسمة عمى أنو

ــــسـ n من يم ـ
1 2,  ,  ,  ne e e  من البـــيانG ، يث أن: ـــحو 2 1 2  ,  ,  ,e x x  1 0 1    ,  ,e x u x ,

 1    ,    n nen x x v  . سمسمة العقدنرمز لممسار بعندما يكون المسار بسيط 
0 1,  ,  ,  nx x x . نسمي مساراً عمى و

u  إذا كان يبدأ وينتيي بنفس العقدة، أي  circuitأنو دارة  v كما ندعو مساراً بسيطاً إذا كان لا يحوي عمى نفس .
 السيم أكثر من مرة واحدة.

 ليكن البيان البسيط التالي :23 مثال
 

 
 

,  ,  ,   ,  a d c f e  4عبارة عن مسار بسيط طولو. 
,  ,  ,  d e c a .ليس مسار 

,  ,  ,   ,  b c f e b  4عبارة عن دارة طوليا. 
,  ,  ,  ,   ,  a b e d a b  ولكنو غير بسيط لأنو يحوي السيم  4عبارة عن مسار طولو ,  a b .مرتين 

  

ISSN: 2617-989X 162 



Discrete Mathematics – CH 6 
 

إذا وجد مسار بين كل زوج من عقد البيان  connectedنقول عن بيان غير موجو عمى أنو مترابط  :15 تعريف
 المختمفة.

 ليكن البيانين التاليين :24 مثال
 

 
 

من الواضح أن البيان 
1G  مترابط لأنو يوجد بين أي زوج من العقد المختمفة مسار. بينما البيان

2G  غير مترابط لأنو لا
 .dو aيوجد مسار بين العقدتين 

 يوجد مسار بسيط بين أي عقدتين مختمفتين في بيان مترابط غير موجو.: 5مبرىنة 
 

 connectedness in directed graphsفي البيانات الموجية  الترابطية2.3. 
وكذلك  bإلى  aإذا وجد مسار من  strongly connectedنقول عن بيان موجو عمى أنو مترابط بقوة : 16 تعريف
,حيث  aإلى  bمن   a b .عقدتين من البيان 

إذا وجد مسار بين أي عقدتين  weakly connectedنقول عن بيان موجو عمى أنو مترابط بضعف : 17 تعريف
 مختمفتين من البيان غير الموجو الموافق لو.

 ليكن البيانين التاليين :25 مثال
 

 
 

وبالتالي فيو مترابط بضعف، أما  لأنو يوجد مسار بين أي عقدتين من البيان الموجو، ىو مترابط بقوة Gإن البيان 
 ولكنو مترابط بضعف. bإلى  aفميس مترابط بقوة لأنو لا يوجد مسار من  Hالبيان 
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 counting paths between verticesعدد المسارات بين العقد 3.3. 
بالنسبة لمجموعة العقد  Aبيان مصفوف جواره  Gليكن : 6مبرىنة 

1 2,  ,  ,  nv v v  التي يتكون منيا. إن عدد
0r  المسارات المختمفة بطول    من العقدة

iv  إلى العقدة
jv يساوي العنصر ، ,  i j  من المصفوفةrA. 

 في البيان البسيط التالي dإلى العقدة  aمن العقدة  4ما ىو عدد المسارات بطول  :26 مثال
 

 
 

,الحل: إن مصفوفة الجوار لمبيان بالنسبة لمعقد   ,  ,  a b c d :ىي 
 

 
 

ىو العنصر  dإلى العقدة  aمن العقدة  4بالتالي فإن عدد المسارات بطول  1,  4   8  4من المصفوفةA. 
 

 
 المسارات الثمانية ىي التالية:

,  ,  ,  ,             ,  ,  ,  ,            ,  ,  ,  ,            ,  ,  ,  ,  a b a b d a b a c d a b d b d a b d c d    
,  ,  ,  ,            ,  ,  ,  ,           ,  ,  ,  ,           ,  ,  ,  ,  a c a b d a c a c d a c d b d a c d c d    
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 Euler and Hamilton paths ىاممتونمسارات أولر ومسارات  .4
 Euler paths and circuitsمسارات ودارات أولر 1.4. 
دارة بسيطة تحوي كافة أسيم البيان، كما نسمي مسار أولر  Gفي بيان  Euler circuitنسمي دارة أولر  :18 تعريف

Euler path  في بيانG .أي مسار بسيط يحوي كافة أسيم البيان 
 البيانات التي ليس لدييا دارة أولر ليا مسار أولر؟أياً من البيانات غير موجية التالية ليا دارة أولر؟ وأياً من  :27مثال 

 

 
 

يحوي الحل: 
1G عمى دارة أولر، عمى سبيل المثال: ,  ,  ,  ,  ,  ,  a e c d e b a بينما لا يحوي كل من .

2G 3وG  عمى أية
يحوي  دارة أولر.

3G  :عمى مسار أولر,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a c d e b d a b بينما لا يحوي البيان .
2G .عمى أي مسار أولر 

 أياً من البيانات الموجية التالية لدييا دارة أولر؟ وأياً من البيانات التي ليس لدييا دارة أولر لدييا مسار أولر؟ :28مثال 
 

 
 

يحوي البيان الحل: 
2H الدارة: عمى دارة أولر، عمى سبيل المثال ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a g c b g e d f a,  بينما لا يحوي كل من

1H 3وH .يحوي البيان  عمى أية دارة أولر
3H  :عمى مسار أولر,  ,  ,  ,  ,  c a b c d b بينما لا يحوي البيان من .

1H 
 عمى أي مسار أولر.

ىو أن تكون درجة كل  مكون من عقدتين عمى الأقل الشرط اللازم والكافي لوجود دارة أولر في بيان مترابط :7مبرىنة 
 عقدة من عقده عدد زوجي.
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 constructing Euler circuitsخوارزمية بناء دارات أولر 
procedure Euler(G : connected multigraph with all vertices of even degree) 
circuit  a  circuit in G  beginning at an arbitrarily chosen vertex with edges 
               successively added to form a path that returns to this vertex 

  H G  with the edges of this circuit removed 
while H  has edges 
  subcircuit  a  circuit in H beginning at a vertex in H that also is an endpoint  
  of an edge of circuit 
    H H  with edges of subcircuit and all isolated vertices removed 
  circuit = circuit with subcircuit inserted at the appropriate vertex 
return circuit {circuit is an Euler circuit} 

 بين أن البيان التالي لا يحوي عمى دارة أولر :29مثال 
 

 
 

درجة كل من العقدتين الحل: إن 
1v 3وv  عدد فردي(. بالتالي حسب النظرية السابقة ليس لمبيان المذكور دارة  3ىي(

 أولر.
الشرط اللازم والكافي لوجود مسار أولر، ولكن من دون أن تكون دارة أولر، في بيان مترابط ىو أن يوجد : 8مبرىنة 

 عقدتين تماماً درجة كل منيا عدد فردي.
 أياً من البيانات التالية يحوي عمى مسار أولر؟ :30 مثال

 
 

، وبالتالي فيو يحوي عمى مسـار أولر dو b (:3) تماماً درجة كل منيا فرديعمى عقدتين  1Gيحوي البيان الحل: 
,وىو   ,  ,  ,  ,  d a b c d b 2. كذلك الأمر بالنسبة لمبيانG  (3) عمى عقدتين تماماً درجة كل منيا فرديفيو يحوي: d 

,، وبالتالي فيو يحوي عمى مسـار أولر وىو bو  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  b a g f e d c g b c f d 3. بينما البيانG  6يحوي عمى 
 عقد درجة كل منيا فردي وبالتالي فيو لا يحوي عمى مسار أولر.
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 Hamilton paths and circuitsمسارات ودارات ىاممتون 2.4. 
البسيط  نسمي المسار :19 تعريف

0 1 1,  ,  ,  ,  n nx x x x ضمن البيان    ,  G V E  عمى أنو مسار ىاممتون
Hamilton path  إذا كان 0 1 1  ,  ,  ,  ,  n nV x x x x  و

i jx x  0من أجل   i j n    مسار بسيط يمر(
. نسـمي أيضاً عبر كل عقدة من عقد البيان ومرة واحدة فقط(

0 1 1 0,  ,  ,  ,  ,  n nx x x x x  1  n ,  عمى أنو دارة
ىاممتون في البيان    ,  G V E  إذا كان

0 1 1,  ,  ,  ,  n nx x x x ىاممتون ىي ، بمعنى آخر دارة يمثل مسار ىاممتون
 دارة بسيطة تحوي كافة عقد البيان.

أياً من البيانات التالية لدييا دارة ىاممتون؟ وأياً من البيانات التي ليس لدييا دارة ىاممتون لدييا مسار  :31مثال 
 ىاممتون؟

 

 
يحوي البيان الحل: 

1G  :عمى دارة ىاممتون,  ,  ,  ,  ,  a b c d e a بينما لا يحوي كل من .
2G 3وG  عمى أية دارة

يحوي البيان و  ىاممتون.
2G  :عمى مسار ىاممتون,  ,  ,  a b c d بينما لا يحوي البيان .

3G .عمى أي مسار ىاممتون 
البيانات التامة  :32مثال 

nK  3من أجلn  .تحوي عمى دارة ىاممتون 
 بسيط الشرط الكافي لوجود دارة ىاممتون في بيان :9مبرىنة    ,  G V E  يحويn  3عقدةn   إذا كان درجة ىو

/كل عقدة من عقده ىي عمى الاقل  2n. 
 بسيط الشرط الكافي لوجود دارة ىاممتون في بيان :10مبرىنة    ,  G V E  يحويn  3عقدةn   إذا كان ىو

     deg u deg v n   من أجل أي زوج من العقدu وv غير المتجاورة. 
 3Qدارة ىاممتون لمبيان التكعيبي  :33مثال 
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 shortest path problemsمسائل أقصر مسار  .5
البيانات الموزونة من بينيا، كما ذكرنا في بداية الفصل، نظام يوجد العديد من المسائل التي يُمكن نمذجتيا باستخدام 

المطارات. المسألة ىنا تكمن في إيجاد أقصر طريق بين مدينتين )عقدتين( إذا اعتبرنا أن تابع الوزن ىو المسافة 
 )المسافة أو المسار يُعرف عمى أنو مجموع الأوزان للأسيم التي يتألف منيا ىذا المسار(.

 
 a shortest-path algorithmزمية أقصر مسار خوار 1.5. 

وبالرغم من بساطة المسألة إلا أن البحث في ىذا الموضوع مازال  1950بدأ البحث في مثل ىذه الخوارزميات منذ عام 
مستمراً حتى الآن. يوجد العديد من الخوارزميات التي تجد أقصر مسار بين عقدتين ضمن بيان موزون، من بين تمك 

والتي زمن تعقيدىا  Dijkstraيات وأشيرىا خوارزمية الخوارزم 2O n حيث ،n  يمثل عدد العقد ضمن البيان. يبين
 عدد الأسيم(: mعدد العقد، nوحتى الآن ) Dijkstraالجدول التالي التحسينات التي أجريت عمى خوارزمية 

 
Complexity Algorithm 

 2O n Dijkstra (1959) 
 2.O mlog n Williams (1964) 

   . ,    2,  /dO mlog n d max m n Johnson (1977) 
 2 2 2  . .O c mlog c log log c Boas (1977) 

 2 2.O mlog log c Johnson (1982) 
 2  .O m nlog n Fredman & Tarjan (1984) 

   . ,    2,  /dO mlog c d max m n Gabow (1985) 
O(m + 2n. log c ) Tarjan (1989) 

 
ضمن بيان مترابط موزون عمى إيجاد أقصر طريق  zو aبين العقدتين  مسارلإيجاد أقصر  Dijkstraتعتمد خوارزمية 

وثاني عقدة، وىكذا حتى نصل إلى أقصر  aبين العقدة إلى أول عقدة بعدىا، ومن ثم إيجاد أقصر طريق  aبين العقدة 
، وفي كل تكرار نضيف iterationsإذن تقوم الخوارزمية المذكورة بسمسمة من التكرارات  .zوالعقدة  aطريق بين العقدة 

 عقدة إلى مجموعة العقد التي حصمنا عمييا في التكرارات السابقة.
القيمة صفر )أقصر طريق بين عقدة ونفسيا يساوي إلى الصفر(، كما نعطي بقية  aنقوم في البداية بإعطاء العقدة 

 )أو عدد كبير جداً(. وتصبح الخوارزمية عمى النحو التالي: العقد القيمة 
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procedure Dijkstra(G : weighted connected simple graph, with all weights positive) 
{G  has vertices   0,  1,  . . . ,    a v v vn z   and lengths    ,   w vi vj  
   where     ,     ,   w vi vj if vi vj  is not an edge in G } 
for   1i   to n  
..      L vi   
   :  0L a   
 :S   

{the labels are now initialized so that the label of a is 0 and all other labels are ∞, 
  and S  is the empty set} 
while z S  
..    :  u a  vertex not in S  with  L u  minimal 
…     :  S S u   
  for all vertices v  not in S  
    if        ,    L u w u v L v   then       :    ,  L v L u w u v   
    {this adds a vertex to S  with minimal label and updates the labels of vertices not in S } 
return  L z  {    L z   length of a  shortest path from a  to z } 

في البيان الموزون الموجود في  zو aبين العقدتين  مسارأقصر  طول لإيجاد Dijkstraاستخدم خوارزمية  :34مثال 
 .(a)الشكل التالي 
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كل مدينة عن  بينيبين المثال التالي بياناً موزوناً عقده تمثل المدن اليابانية وتابع الوزن يمثل المسافة  :35ثال م
 الأخرى.

 
وكل مدينة من المدن  Tokushimaبين مدينة  مسارعمى البيان المذكور لإيجاد أقصر  Dijkstraبتطبيق خوارزمية 

 :الأخرى نحصل عمى الشكل التالي
 

Kyoto 

74 

Yonago Tottori 70 

Wadayama Chizu 

110 31 

Niimi 

Tsuyama 

88 

61 

Fukuchiama 

30 

Himeji 

65 67 

100 

Kakogawa Okayama Osaka Akashi 

26 12 

19 39 

30 

105 126 

Tokushima 

65 

59 

85 140 

70 
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 traveling salesmanمسألة المسافر الجوال 2.5. 

مدينة مرة واحدة ومن ثم يعود إلى نقطة البداية. عمى سبيل المثال يريد المسافر زيارة  nلدينا مسافر جوال يريد زيارة 
كما ىو مبين في الشكل  Detroit, Toledo, Saginaw, Grand Rapids and Kalamazooدن التالية: مالخمس 
 التالي:

 
 

ىو ترتيب المدن التي يزورىا المسافر الجوال بحيث تكون المسافة المقطوعة أصغر ما يُمكن؟ لحل  السؤال المطروح ما
، نختبر كافة الطرق الممكنة لزيارة المدن الأربعة الأخرى وأخيراً العودة Detroitىذه المسألة نفترض أنو يبدأ من مدينة 

المعاكس فإننا نقطع نفس المسافة، أي أنو  الاتجاهطريقة ممكنة ولكن عندما نزور المدن في  24. يوجد Detroitإلى 
 الي:، كما ىو مبين في الجدول الت(miles 458)طريقة مختمفة لإيجاد أقصر طريق ممكن  12يوجد 

Grand Rapids 

Saginaw 
113 

Detroit 

142 

Kalamazoo 

Toledo 

58 

137 

56 

135 

98 

133 

167 
147 

Yonago Tottori 70 

Wadayama Chizu 

110 31 

Niimi 

Tsuyama 

70 

88 

61 

Fukuchiama 

30 

Kyoto Himeji 

65 67 

100 74 

Kakogawa Okayama Osaka Akashi 

26 12 

19 39 

30 

105 126 

Tokushima 

65 

59 

85 140 

260 212 

183 

213 

154 

124 

116 

199 

205 

181 

140 104 

85 

0 
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Total Distance 
(miles) 

Route 

610 Detroit-Toledo-Grand Rapids-Saginaw-Kalamazoo-Detroit 
516 Detroit-Toledo-Grand Rapids-Kalamazoo-Saginaw-Detroit 
588 Detroit-Toledo-Kalamazoo-Saginaw-Grand Rapids-Detroit 
458 Detroit-Toledo-Kalamazoo-Grand Rapids-Saginaw-Detroit 
540 Detroit-Toledo-Saginaw-Kalamazoo-Grand Rapids-Detroit 
504 Detroit-Toledo-Saginaw-Grand Rapids-Kalamazoo-Detroit 
598 Detroit-Saginaw-Toledo-Grand Rapids-Kalamazoo-Detroit 
576 Detroit-Saginaw-Toledo-Kalamazoo-Grand Rapids-Detroit 
682 Detroit-Saginaw-Kalamazoo-Toledo-Grand Rapids-Detroit 
646 Detroit-Saginaw-Grand Rapids-Toledo-Kalamazoo-Detroit 
670 Detroit-Grand Rapids-Saginaw-Toledo-Kalamazoo-Detroit 
728 Detroit-Grand Rapids-Toledo-Saginaw-Kalamazoo-Detroit 

 
عقدة نبحث  nالمختمفة ىي عبارة عن مسارات ىاممتون. إذن ضمن بيان مؤلف من  12من الواضح أن المسارات الـ 

عن كافة مسارات ىاممتون ومن ثم نختار المسار الذي يحقق أقصر طريق ممكن. عندما نبدأ من عقدة معينة فإنو لدينا 
 1 !n  مسار ىاممتون مختمف وبما أن التكمفة ىي نفسيا إذا مررنا عمى العقد في الإتجاه المعاكس وجب عمينا اختبار

 1 !/ 2n .)مسار مختمف لإيجاد الحل )أقصر طريق 
. عمى سبيل المثال من أجل nإن تعقيد مسألة المسافر الجوال ىي أسية ولا يُمكن حميا من أجل الأعداد الكبيرة لـ 

  25n   2324يكون عدد مسارات ىاممتون المختمفة ىو!/ 2 3.1 10x 1، بفرض أن اختبار كل مسار يحتاج إلى ns 
 مميون سنة. 10فإن الزمن اللازم لحل المسألة ىو بحدود 

 approximationمسافر الجوال مطموبة فإننا سنعتمد لحميا إلى استخدام خوارزميات تقريبيةوبما أن مسألة ال
algorithm ميات لا تعُطي الحل الدقيق ولكنيا تعُطي حلًا قريباً منو، بمعنى أنيا تجد مسار ىاممتون وزنو ز . تمك الخوار

W   بحيثW W cW  (Wطول المسار الحقيقي الدقيق وc  عممياً تم تطوير خوارزميات .)عبارة عن ثابت
n 1000تقريبية لحل المسألة المذكورة والتي تستطيع التعامل مع   يجاد حلًا في بضع دقائق ولا يختمف عن الحل وا 

 .%2من الحقيقي أكثر 
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 تمارين
 

 ليكن لدينا البيان التالي .1

 
أوجد ما يمي: عدد العقد، عدد الأسيم، الدرجة الواردة والدرجة الصادرة لكل عقدة. أوجد مجموع الدرجات الواردة 

 لمعقد، مجموع الدرجات الصادرة لمعقد. قارن كل مجموع منيما مع عدد الأسيم؟ ما ذا تستنتج.
 
7ارسم البيانات التالية:  .2 1,8 7 7 4,  ,  ,  ,  K K C W Q. 
 
 بين فيما إذا كانت البيانات التالية ذات جزئين .3

 
 

 أوجد مصفوفة الجوار لمبيانات التالية .4

    
 

 أوجد البيانات الموجية التي مصفوفة جوارىا التالية .5
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 أوجد البيان الذي مصفوفة جواره التالية .6

 
 ىل ىو ذات جزئين؟

 
أوجد مصفوفة الجوار ومصفوفة الورود لمبيانات التالية:  .7

5 5 5,  ,  K C W. 
 
 أي من البيانات التالية مترابط بقوة .8

   
 

بين فيما إذا يوجد دارة أولر في البيانات التالية وأوجدىا في حال وجودىا، وفي حال عدم وجودىا ابحث عن  .9
 مسار أولر وأوجده في حال وجوده.

   
 

 في البيان التالي zو  aبين العقدتين  مسارأقصر  طول لإيجاد Dijkstraاستخدم خوارزمية  .11
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 المدة: ساعة ونصف   51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة40)       السؤال الأول: أملأ الفراغات المناسبة 

 
 .................نسمي بيان بسيط  .1

 أية حمقات أو أسيماً متوازيةالبيان الذي لا يحوي 
 

 ............ عمى أنو، في بيان غير موجو vنعرف درجة عقدة  .2
 عدد الأسيم التي تصل إلى العقدة

 
 يان عمى أنو .................الكمية لب درجةالنعرف  .3

 مجموع درجات العدد التي يتألف منيا
 

 .......... في بيان موجو عمى أنو vنعرف الدرجة الواردة لعقدة  .4
 عدد الأسيم التي تصل إلى ىذه العقدة

 
 ............... نقول عن بيان موجو عمى أنو مترابط بقوة  .5

,حيث  aإلى  bوكذلك من  bإلى  aإذا وجد مسار من   a b عقدتين من البيان 
 

 ............. Gنسمي دارة أولر في بيان  .6
 دارة بسيطة تحوي كافة أسيم البيان

 
 أن ............ ىو مكون من عقدتين عمى الأقل الشرط اللازم والكافي لوجود دارة أولر في بيان مترابط .7

 تكون درجة كل عقدة من عقده عدد زوجي
 

 ......... أن  الشرط اللازم والكافي لوجود مسار أولر، ولكن من دون أن تكون دارة أولر، في بيان مترابط ىو .8
 يوجد

 عقدتين تماماً درجة كل منيا عدد فردي
 

 دارة ىاممتون ىي ....................  .9
 دارة بسيطة تحوي كافة عقد البيان

 
 عمى إيجاد ........................ Dijkstraتقوم خوارزمية  .11

 أقصر مسار بين عقدتين ضمن بيان موزون

ISSN: 2617-989X 175 



Discrete Mathematics – CH 6 
 

 ( درجة15)      السؤال الثاني: أوجد مصفوفة الجوار لمبيان التالي

 
 الحل:

 
 2.1: الفقرة توجيو في حال الخطأ

 
 ( درجة15)    السؤال الثالث: أوجد البيان الموجو الذي مصفوفة جواره ىي التالية

 

 
 الحل:

 
 2.1توجيو في حال الخطأ: الفقرة 

 
السؤال الرابع: بين فيما إذا يوجد دارة أولر في البيانات التالية وأوجدىا في حال وجودىا، وفي حال عدم وجودىا ابحث 

 ( درجة15)       وأوجده في حال وجودهعن مسار أولر 

 
 الحل:

 عدد فردي bو aلا يوجد دارة أولر لأن درجة العقدتين 
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يوجد عقدتين تماماً درجة زوجي ) eو dو cعدد فردي ودرجة كل من  bو aيوجد مسار أولر لأن درجة العقدتين 
 ( والمسار ىو:كل منيا عدد فردي

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a d e d b a e c e b c b e 
 2.1توجيو في حال الخطأ: الفقرة 

 
ذا كان لا  ( درجات15)  فيل ىو مترابط بضعف السؤال الخامس: ىل البيان التالي مترابط بقوة وا 

 
 الحل:

نما مترابط بضعف.eإلى  cليس مترابط بقوة لأنو لا يوجد مسار من   ، وا 
 1.3توجيو في حال الخطأ: الفقرة 

 
 توجيو في حال الخطأ الاجابة الصحيحة السؤال الأول

1 
يحوي أية حمقات أو البيان الذي لا 

 أسيماً متوازية
 3.2الفقرة 

 3.2الفقرة  عدد الأسيم التي تصل إلى العقدة 2
 3.2الفقرة  مجموع درجات العدد التي يتألف منيا 3
 3.2الفقرة  عدد الأسيم التي تصل إلى ىذه العقدة 4

5 
وكذلك  bإلى  aإذا وجد مسار من 

,حيث  aإلى  bمن   a b  عقدتين
 من البيان

 1.3الفقرة 

 2.1الفقرة  دارة بسيطة تحوي كافة أسيم البيان 6

7 
تكون درجة كل عقدة من عقده عدد 

 زوجي
 2.1الفقرة 

8 
عقدتين تماماً درجة كل منيا يوجد 

 2.1الفقرة  عدد فردي

 1.1الفقرة  دارة بسيطة تحوي كافة عقد البيان 9

11 
أقصر مسار بين عقدتين ضمن بيان 

 موزون
 2.1الفقرة 

 

ISSN: 2617-989X 177 



Discrete Mathematics – CH 7 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الفصل السابع: الأشجار
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 رقم الصفحة العنوان
 introduction to trees 181مقدمة إلى الأشجار  .1

 definitions 181تعاريف 1.1. 
 examples of trees 185أمثمة عن الأشجار 2.1. 
 properties of trees 186خواص الأشجار 3.1. 

 applications of trees 187تطبيقات الأشجار  .2
 binary search tree  187شجرة البحث الثنائية1.2. 
 decision trees  189أشجار القرار2.2. 
 Huffman codes  190ترميز ىوفمان3.2. 

 tree traversal 193التجوال ضمن شجرة ثنائية  .3
 spanning trees 198أشجار التغطية  .4

 introduction 198مقدمة 1.4. 
 depth-first search 199البحث بالعمق اولًا 2.4. 
 breadth-first search 200البحث بالعرض اولًا 3.4. 
 minimum spanning trees 201أشجار التغطية الأصغرية 4.4. 
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 الكممات المفتاحية:
غابة، شجرة ذات جذر، عقدة داخمية، ورقة، مستوى، ارتفاع، ولد، شقيق، أب، خمف، سمف، شجرة ثنائية، شجرة شجرة، 

جزئية، شجرة جزئية يسارية، شجرة جزئية يمينية، شجرة متوازنة، شجرة تامة، شجرة بحث ثنائية، شجرة قرار، ترميز 
ىوفمان، رمز مصدر، التجوال، الترتيب المصدر، الترتيب المتناظر، الترتيب الممحق، شجرة تغطية، البحث بالعمق أولًا، 

 زمية برايم، خوارزمية كروسكال.البحث بالعرض أولًا، شجرة تغطية أصغرية، خوار 
 

 ممخص:
ييدف ىذا الفصل إلى التعرف عمى مفيوم الشجرة وخواصيا وتعاريف أساسية متعمقة فييا وأنواعيا وكيفية تمثيميا 

يجاد التكمفة الأصغرية.  وتطبيقاتيا في الحياة العممية في عمميات البحث والفرز وا 
 

 أهداف تعميمية:
 الفصل عمى:يتعرف الطالب في ىذا 

 .الأشجار تعريفيا خواصيا وأنواعيا 
 .أشجار البحث الثنائية 
 .أشجار القرار 
 .تشفير ىوفمان 
 .التجوال ضمن شجرة ثنائية 
 .أشجار التغطية 
 .أشجار التغطية الأصغرية 
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 introduction to treesمقدمة إلى الأشجار  .1
 definitionsتعاريف 1.1. 
 مرتبط لا يحوي دارات بسيطة. نسمي شجرة بيان غير موجو :1تعريف 
 أياً من البيانات التالية تمثل أشجار؟ :1مثال 

 

 
 

الحل: 
1G  و

2G  .عبارة عن شجرة لأن كل منيا عبارة عن بيان مترابط بدون دارات بسيطة
3G  ليس بشجرة لأن

,المسار   ,  ,  ,  e d a d e  ًعبارة عن دارة بسيطة، وأخيرا
4G .ليس بشجرة لأنو بيان غير مرتبط 

وليا الخاصة بأن  forestsنسمي البيانات التي لا تحوي عمى دارات بسيطة، ولكن ليست بالضرورة مترابطة بالغابات 
 أشجار مترابطة.  3المثال التالي غابة مكونة من كل جزء منيا مترابط عبارة عن شجرة. يبين 

 

 
 

 بيان غير موجو مترابط يكون شجرة إذا وفقط إذا وجد مسار واحد فقط بسيط بين أي عقدتين من عقد البيان.: 1مبرىنة 
عقدة مميزة نسمييا الجذر، يُمكن بواسطتيا الوصول إلى  ، شجرة لياrooted tree ذات جذر نسمي شجرة :2تعريف 

 .مجموعة من العقد، ومن ىذه العقد نستطيع الوصول إلى عقد أخرى وىكذا
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لتكون جذر  cلتكون جذر )الوسط( والعقدة  aيبين الشكل التالي الشجرتين ذوات الجذر وذلك بتعيين العقدة : 2مثال 
 )اليسار(. T)اليمين(، عمى الترتيب، من الشجرة 

 
 

 شجرة ذات جذر. إذا كان لدى الشجرة عقدة واحدة أو عقدتين نسمي كل منيا عقدة نيائية Tلتكن : 3تعريف 
terminal node  أو ورقة(leaf أما إذا كان لمشجرة .)عقد عمى الأقل، عندىا نسمي كل عقدة منيا درجتيا تساوي  3

 الواحد ورقة، والعقد التي درجتيا أكبر من الواحد نسمييا عقد داخمية.
,، العقد cفي الشجرة السابقة )اليمين( التي جذرىا : 3مثال   ,  a b c  داخمية بينما العقد ىي عقد,  ,  ,  d e f g  عبارة

 عن أوراق.
عقدة عدد الأسيم التي تصل المسار الوحيد بين تمك العقدة  levelشجرة ذات جذر. نسمي مستوى  Tلتكن  :4تعريف 

 شجرة ذات جذر الارتفاع الأعظمي لعقد الشجرة. heightوالجذر. كما نسمي ارتفاع 
كل العقد المجاورة ل  vل  childrenعقدة داخمية، نسمي أولاد )أبناء(  vشجرة ذات جذر. لتكن  Tلتكن  :5تعريف 

v ع في مستوى أكبر بواحد من مستوى والتي تقv لتكن العقدة .w  ابن لv عندىا نسمي ،v  أبparent  لw .
عقدة ىو أي  ancestorسمف . نسمي siblingsبالأشقاء  uالمذان ليما نفس الأب  wو vنسمي العقدتان المختمفتان 

 مستوى. أي عقدة أسفل منيا عقدة ىو descendantخمف مستوى، و  عقدة أعمى منيا
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 الجذر التالية: الشجرة ذات Tلتكن  :4مثال 

 
 

مستوى العقدة 
5v  مستوى العقدة 2ىو ،

0v  مستوى العقدة 0ىو ،
10v  أولاد العقدة 3. ارتفاع الشجرة ىو 3ىو ،

3v 
ىما 

5v 6وv أب العقدة ،
2v  ىو

0v أشقاء العقدة ،
8v  ىما

7v 9وv وأخيراً خمف العقدة ،
3v  ىم

5v  و
6v  و

10v. 
كل شجرة ذات جذر حيث أن أولاد كل عقدة داخمية  ordered rooted treeنسمي شجرة مرتبة ذات جذر  :6تعريف 

تكون مرتبة. يتم رسم الأشجار المرتبة ذات الجذر حيث يتم إظيار أولاد كل عقدة داخمية بالترتيب من اليسار إلى 
 اليمين.
 ، شجرة ذات جذر بحيث لكل عقدة أب ولدان عمى الأكثر. يتم تسمية كلbinary treeنسمي شجرة ثنائية  :7تعريف 

 full binary. نسمي شجرة ثنائية تامةright childأو الولد اليميني  left childولد من الشجرة الثنائية إما الولد اليساري 
tree .ًشجرة ثنائية ذات جذر بحيث لكل عقدة أب ولدان تماما 

  left subtreeولد يساري، عندىا الشجرة الجزئية اليسارية v، إذا كان ل Tفي الشجرة الثنائية  vلتكن عقدة الأب 
م تعريف الشجرة وكل خمف لو. يت v، وعقده الولد اليساري ل vىي الشجرة الثنائية التي جذرىا الولد اليساري ل  vمن 

 بطريقة مشابية. vل   right subtreeالجزئية اليمينية

 
 

 تمثيل عبارة حسابية: 5مثال 
ليكن لدينا العبارة التالية:     . /a b c d e  
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التالية  Tمن الشجرة الثنائية  dما ىو الولد اليساري والولد اليميني لمعقدة  :6مثال  a ؟ وما ىي الشجرة الجزئية
 .cاليسارية واليمينية من 

 
 

مبينة في الشكل التالي عمى  c. الشجرة الجزئية اليسارية واليمينية ل gواليميني ىو  fىو  dالحل: الولد اليساري ل 
 الترتيب.

 
 

 balanced treesالأشجار المتوازنة 
أن عمميات البحث والإضافة في أشجار البحث تجري بعدد من المقارنات من مرتبة  بعدفيما  سنرى

2  log n  حيثn 
)يتعمق بارتفاع شجرة  n. ولكن في أسوأ الحالات يزداد ىذا المقدار ليصبح من مرتبة )عدد عقدىا( حجم الشجرة

بمعنى آخر تخفيض  (. لذلك من أجل تخفيض عدد عمميات المقارنة في عممية البحث وجب إعادة التوازن لمشجرة،البحث
 ارتفاع الشجرة.

أو  hإذا كان مستوى كافة أوراق الشجرة يساوي  balancedنقول عن شجرة ثنائية ذات جذر أنيا متوازنة  :8تعريف 
1h . 
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 أياً من الأشجار التالية متوازنة؟: 7مثال 

 
 

الحل: الشجرة 
1T  الشجرة 4أو 3متوازنة لأن كل الأوراق ليا المستوى .

2T  أو  2 أوراقيا ليا المستوىغير متوازنة لأن
. الشجرة 4أو  3

3T  3متوازنة لأن كل الأوراق ليا المستوى. 
 

 examples of treesأمثمة عن الأشجار 2.1. 
الأشجار كنماذج في مجالات متنوعة مثل عمم الحاسوب، الكيمياء، الجيولوجيا، عمم النبات، فيما يمي مجموعة تستخدم 

 متنوعة من الأمثمة التي تعتمد عمى الأشجار.
 : بنية الجزيئات الييدروكربونية8مثال 

تبط ما يصل إلى أربع روابط يمكن لكل ذرة كربون أن تر  تتكون الجزيئات الييدروكربونية من الكربون والييدروجين.
وبالتالي فإن بنية الجزيئات  .كيميائية مع الذرات الأخرى، ولكل ذرة الييدروجين يمكن أن ترتبط برابط واحد مع ذرة أخرى

، Cو H الييدروكربونية يمكن تمثيميا بالبيانات التالية، حيث تمثل العقد ذرات الييدروجين والكربون التي يُرمز ليا ب
 وتمثل الأسيم الروابط الكيميائية فيما بينيما.

 

 
 

 : أنظمة الممفات الحاسوبية9مثال 
، إذ يُمكن لممجمد أن يحوي عمى ممفات ومجمدات جزئية. directoriesيتم تنظيم الممفات في الحاسوب ضمن مجمدات 

الكمي، بالتالي يُمكن تمثيل نظام الممف بشجرة ذات جذر حيث يمثل جذر الشجرة يتألف مجمد الجذر من نظام الممف 
مجمد الجذر والعقد الداخمية تمثل المجمدات الجزئية ومن ثم الأوراق التي تمثل الممفات العادية. يبين المثال التالي نظام 

 ممف حاسوبي
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 properties of treesخواص الأشجار 3.1. 
1nعقدة ليا  nالشجرة ب : 2مبرىنة   .سيم 
 الشجرة الثنائية التامة ب :3مبرىنة 
1. i  2عقدة داخمية ليا   1i  1  عقدة وl i  .ورقة 
2. n  عقدة ليا   1 / 2i n  عقدة داخمية و   1 / 2l n  .ورقة 
3. l  2ورقة ليا  –  1l 1  عقدة وi l  .عقدة داخمية 
 ورقة عمى الأكثر.  2hليا  hالشجرة الثنائية ذات الارتفاع  :4مبرىنة 
2hورقة، بالتالي  lتحوي  hإذا كان لشجرة ثنائية ارتفاعيا : 1نتيجة  log l    إذا كانت الشجرة الثنائية تامة .

2hومتوازنة فإن  log l    حيث ،x    أصغر عدد صحيح أكبر أو يساوي العددx. 
 ؟38وعدد أوراقيا  5ىل يوجد شجرة ثنائية ارتفاعيا  :10مثال 

52ىو  5الحل: لا يوجد مثل ىذه الشجرة، لأن العدد الأعظمي للأوراق في شجرة ثنائية ارتفاعيا    32. 
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 applications of treesتطبيقات الأشجار  .2
  binary search treeشجرة البحث الثنائية1.2. 

لائحة من العناصر من أىم المسائل المطروحة في عمم الحاسب. يكمن اليدف تعُتبر عممية البحث عن عنصر ضمن 
الرئيسي ىنا في إيجاد خوارزمية بحث فعالة عندما يتم ترتيب العناصر بشكل تام، وىذا يمكن إنجازه باستخدام أشجار 

 البحث الثنائية.
ىي عبارة شجرة ثنائية تحقق الشرط التالي: من أجل كل عقدة من ىذه الشجرة محتواىا  (:ثنائية بحث شجرة) 9تعريف 

C  فإن العقد الجزئية اليسارية ليذه العقدة محتواىا دائماً أصغر منC  والعقد الجزئية اليمينية محتواىا دائماً أكبر من
C:يبين الشكل التالي مثالًا لشجرة بحث ثنائية . 
 

 
 

ضمن شجرة بحث ثنائية، نقارن ىذا العنصر مع العنصر الموجود  xلمبحث عن عنصر  خوارزمية البحث عن عنصر:
 الشجرة:في جذر 

 .في حالة المساواة يتوقف البحث عند ىذه المرحمة 
  إذا كانx .أكبر من العنصر الموجود في الجذر نتابع البحث في الشجرة الجزئية اليمينية 
  إذا كانx ة اليسارية.أصغر من العنصر الموجود في الجذر نتابع البحث في الشجرة الجزئي 
 .)إذا كانت الشجرة الجزئية فارغة فإن عممية البحث تنتيي بالإخفاق )العنصر غير موجود 
 في الشجرة السابقة 13البحث عن العنصر : 11 مثال

 

 
 

15 

12 19 

8 14 16 21 

17 10 13 

15 

12 

8 14 

10 13 
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  التي  في الشجرة الجزئية اليسارية عن العنصر المذكور البحث ، بالتالي يتم15أصغر من الجذر  13العنصر
 .12جذرىا العنصر 

  14التي جذرىا  في الشجرة الجزئية اليمينية عن العنصر المذكور البحث بالتالي يتم ،12أكبر من  13العنصر 
 التي جذرىا  في الشجرة الجزئية اليسارية عن العنصر المذكور البحث بالتالي يتم ،14 أصغر من 13 العنصر

13. 
 بالتالي يتوقف البحث بالعثور عمى العنصر المطموب.، 13 يساوي العنصر 13 العنصر 

تحديد مكان الإضافة، ويمكن تجزئة الإضافة إلى  لإضافة عنصر يجب أولاً  إضافة عنصر إلى شجرة بحث ثنائية:
)عممية بحث( والثانية مرحمة الإضافة. ويمكن التمييز بين  الجديدمرحمتين: الأولى مرحمة البحث عن موقع العنصر 

ضافة عند الجذر. سنتكمم ىنا فقط في الإضافة عند الأوراق، حيث يكون  طريقتين للإضافة: إضافة عند الأوراق وا 
 العنصر المضاف ورقة جديدة في الشجرة ويجري البحث عن مكان ىذه الورقة بطريقة البحث عن العنصر نفسو.

 إلى الشجرة السابقة 11لإضافة العدد : 12 مثال
 11  12الإضافة إلى الشجرة الجزئية اليسارية التي جذرىا العنصر  ، بالتالي يتم15أصغر من الجذر 
 11  8الإضافة إلى الشجرة الجزئية اليسارية التي جذرىا العنصر  ، بالتالي يتم12أصغر من 
 11  10، بالتالي يتم الإضافة إلى الشجرة الجزئية اليمينية التي جذرىا العنصر 8أكبر من 
 11  افة إلى الشجرة الجزئية اليمينية، بالتالي يتم الإض10أكبر من 

 

 
 

يمكن بناء شجرة بحث ثنائية بالإضافة المتتالية لعناصر المجموعة، يبين الشكل التالي الإدخال المتتالي  :1ملاحظة 
,5لمعناصر التالية:   1,  9,  7,  20 

 
 

15 

12 12 
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17 10 13 

11 

5 

1 9 
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2logىي من مرتبة  عن عنصر في شجرة البحث الثنائية التعقيد الزمني الوسطي لخوارزمية البحث: 5مبرىنة  n ،
 .الشجرة عقدعدد  nحيث 

 
  decision treesأشجار القرار2.2. 

عمى سبيل المثال تحديد  يمكن استخدام الأشجار في نمذجة المسائل، بحيث أن سمسمة من القرارات تؤدي إلى إيجاد حل.
 العناصر التي تعتمد عمى سمسمة من المقارنات، حيث كل أن كل عممية مقارنة تخبرنا فيما إذا وجدنا العنصر، أو أنو
يجب عمينا الذىاب إلى الشجرة الجزئية اليسارية أو اليمينية. نسمي الشجرة ذات الجذر بحيث كل عقدة داخمية منيا توافق 

 قرار بشجرة قرار.
قطع منيا متماثمة في الوزن والثامنة وزنيا أقل من البقية. ما  7(، 8إلى  1قطع نقدية )مرقّمة من  8لدينا  :13 مثال

 ىو العدد الأصغري لموزنات اللازم إجراؤىا لإيجاد قطعة النقود المغشوشة باستخدام ميزان.
لكفة اليسرى أوزن، أو احتمالات ممكنة من أجل كل وزنة، إما أن تكون الكفتان متساويتان، أو أن تكون ا 3  الحل: يوجد

أوراق عمى الأقل.  8، كما أنو يوجد لشجرة القرار ary tree-3أن تكون الكفة اليمنى أوزن. وبالتالي لدينا شجرة ثلاثية 
قرار ىو عمى إن أكبر عدد من الوزنات اللازمة لتحديد القطعة المغشوشة ىو ارتفاع شجرة القرار، وبما أن ارتفاع شجرة ال

3الأقل  8 2log    أي أننا بحاجة إلى وزنتين عمى الأقل. كما أنو من الممكن تحديد القطعة المغشوشة باستخدام .
 وزنتين فقط، والشكل التالي كيفية الحصول عمييا:

 

 
  

ISSN: 2617-989X 189 



Discrete Mathematics – CH 7 
 

,يبين الشكل التالي شجرة القرار التي ترتب عناصر القائمة  :14 مثال  ,  a b c. 
 

 
 

يُقاس تعقيد خوارزميات الفرز التي تعتمد عمى المقارنات الثنائية عمى عدد المقارنات الثنائية المستخدمة. إن العدد 
 n!عنصر بالتالي يوجد  nكان لدينا  الأعظمي لتمك المقارنات التي نحتاجيا يساوي إلى ارتفاع شجرة القرار. فإذا

logورقة(، أي أن ارتفاع الشجرة الثنائية عمى الأقل  n!ترتيب ممكن لتمك العناصر ) n!  . 
مى الأقل تتطمب ع binary comparisonsخوارزمية الفرز التي تعتمد عمى المقارنات الثنائية : 6مبرىنة 

log n!   .عممية مقارنة 
عنصر والتي تعتمد عمى المقارنات  nالعدد الوسطي لعدد المقارنات المستخدمة في خوارزميات الفرز لفرز  :7مبرىنة 

الثنائية ىو    n log n. 
 

  Huffman codesترميز هوفمان3.2. 
، حيث يُمكنو أن data compressionيُعتبر ترميز ىوفمان تقنية مستخدمة بشكل كبير في عممية ضغط المعطيات 

كل  frequency. تستخدم خوارزمية ىوفمان جدولًا يحوي عمى معدل تكرار %90و %20يضغط بنسبة تتراوح بين 
 )ممف ما( وذلك من أجل تمثيل كل محرف بسمسمة ثنائية مناسبة.محرف ضمن نص معين 

من المحارف  وأن معدل تردد كل محرف محرف 100,000مكون من  معطيات لنفرض أنو عمى سبيل المثال لدينا ممف
 مُعطى بالجدول التالي: الموجودة في الممف

 
f e d c b a  
5 9 16 12 13 45 Frequency  K 

101 100 011 010 001 000 Code1 (fixed length) 
1100 1101 111 100 101 0 Code2 (variable length) 
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بت لتمثيل كل محرف وبالتالي فإننا نحتاج إلى  3  ذو الطول الثابت، فإننا نحتاج إلى  1 بفرض أننا استخدمنا الترميز
 (.transmitكيمو بت من أجل تخزين الممف المذكور )أو إرسالو  300إجمالي 

)عدد البيتات  لمحارف ذات التردد المرتفع بكممات قصيرةاذو الطول المتغير، حيث نرمّز  2أما إذا استخدمنا الترميز 
لمحرف ا تم ترميزوالمحارف ذات التردد المنخفض بكممات طويمة )في المثال السابق  المستخدمة في الترميز منخفض(

a  حرفملتم ترميز ا، و 0بسمسمة مؤلفة من بت واحد ىو  f  في ىذه الحالة . 1100ىي  اتبت  4بسمسمة مؤلفة من
 يحتاج الترميز إلى:

 45.1  13.3  12.3  16.3  9.4  5.4 .1000  224 000 bits      
 .%25وبالتالي نكون قد وفّرنا ما يقارب 

زة بحيث تكون مصدر ، أي أنو لا يوجد كممة مرمّ Prefix Codesسنيتم بنوع واحد من الترميز وىو الترميز المصدر 
,0لكممة أخرى. عمى سبيل المثال  ,0ليستا رمزان مصدران، أما  000   101,  100,  111,  1101, فيي رموز  1100 

 مصدرة.
ىي ترميز لممحارف التالية:  001011101، والسمسمة الثنائية 0101100ىو كالتالي:  abcميز المحارف الثلاثة إن تر 

aabe. 
زة البدائية بطريقة سيمة، وىذا الكممة المرمّ  تتطمب عممية فك الترميز أن يكون تمثيل الترميز مناسباً بحيث نستطيع إيجاد
 زناىا، أي أن:يُمكن تحقيقو باستخدام الأشجار الثنائية والتي تمثل أوراقيا المحارف التي رمّ 

  شجرة فك الترميزdecoding tree.عبارة عن أشجار أوراقيا ىي المحارف : 
  كممة الترميزcodewordة.: سمسمة من البتات من الجذر وحتى الورق 

 المذكورين في الجدول السابق: 2و 1يبين الشكل التالي الشجرة الثنائية التي تمثل الترميز المصدر لكل من الترميزين 
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 بناء ترميز ىوفمان
,نأخذ المحرفين  الخطوة الأولى:  x y  المذين ترددىما أقل ما يمكن من مجموعة المحارفC  التي عددىاn  محرف

ىو  Cمن  c  وتردد كل محرف f c ومن ثم ننشأ شجرة جزئية يكون المحرفان ،,  x y  فييا أوراق. نسمي جذر
 .zالجزئية المكونة ب  الشجرة

نضع التردد  الخطوة الثانية:         f z f x f y   نحذف كل منx وy  ونضيفz  ويصبح لدينا مجموعة
 المحارف   '    –  ,  C C z x y  من الواضح أن .'     1C C . 

حتى يصبح عدد محارفيا  C'نكرر الخطوتين السابقتين الأولى والثانية عمى مجموعة المحارف الجديدة  الخطوة الثالثة:
 محرف واحد.

 تطبيق الخوارزمية السابقة عمى المثال السابق يُعطي: :15 مثال
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 tree traversalالتجوال ضمن شجرة ثنائية  .3
 تيدف عممية التجول إلى المرور بكل عقدة من عقد الشجرة حسب ترتيب معين بيدف إجراء معالجة عمييا.

 .level order, postorder, inorder, preorderيوجد أربع أنواع من التجوال ضمن شجرة ثنائية: 
ىي الأسيل فيماً ولكنيا الأصعب تنفيذاً. نبدأ بمعالجة الجذر  level orderالترتيب بالمستوى خوارزمية التجوال حسب 

 ستوى نعالج من اليسار إلى اليمين.ومن ثم ننتقل إلى كل مستوى من مستويات الشجرة الثنائية وفي كل م
 ؟level orderبأي ترتيب يتم التجوال في الشجرة التالية باستخدام ال  :16 مثال

 

 
 

, الحل: يتم التجوال كما يمي  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  F B G A D I C E H 
فإننا نعالج الجذر أولًا وبعدىا نعالج الشجرة الجزئية اليسارية باستخدام  preorderالترتيب المصدر في التجوال حسب 

preorder  خوارزمية عودية( ومن ثم نعالج الشجرة الجزئية اليمينية باستخدام(preorder .ًأيضا 
algorithm preorder(T :tree) 
  if not empty(T ) then 
    visit(T ) 
    preorder(LChild(T )) 
    preorder(RChild(T )) 
  endif 
endAlg 

 ؟preorderبأي ترتيب يتم التجوال في الشجرة التالية باستخدام ال  :17 مثال
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باستخدام ال  Bالتي جذرىا  اليسارية ، بعدىا يتم المرور عمى الشجرة الجزئيةFنمر أولا عمى الجذر  الحل:
preorderالتي جذرىا  اليمينية ، بعدىا يتم المرور عمى الشجرة الجزئيةG  باستخدام الpreorderبالتالي يتم التجوال ، 

, كما يمي  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  F B A D C E G I H 
فإننا نعالج أولًا الشجرة الجزئية اليسارية باستخدام الخوارزمية العودية  inorderالترتيب المتناظر في التجوال حسب 

inorder  وبعدىا نعالج الجذر وأخيراً نعالج الشجرة الجزئية اليمينية باستخدامinorder .ًأيضا 
algorithm inorder(T :tree) 
  if not empty(T ) then 
    inorder( L Child(T )) 
    visit(T ) 
    inorder( R Child(T )) 
  endif 
endAlg 

 ؟inorderبأي ترتيب يتم التجوال في الشجرة التالية باستخدام ال  :18 مثال
 

 
 

 ،F، بعدىا يتم المرور عمى الجذر inorderباستخدام ال  Bالحل: نمر أولا عمى الشجرة الجزئية اليسارية التي جذرىا 
، بالتالي يتم التجوال كما يميinorderباستخدام ال  Gبعدىا يتم المرور عمى الشجرة الجزئية اليمينية التي جذرىا 

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A B C D E F G H I. 
فإننا نعالج أولًا الشجرة الجزئية اليسارية باستخدام الخوارزمية العودية  postorderالترتيب الممحق التجوال حسب 

postorder  وبعدىا نعالج الشجرة الجزئية اليمينية باستخدامpostorder .ومن ثم نعالج الجذر 
algorithm postorder(T :tree) 
  if not empty(T ) then 
    postorder(LChild(T )) 
    postorder(RChild(T )) 
    visit(T ) 
  endif 
endAlg 
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 ؟postorderبأي ترتيب يتم التجوال في الشجرة التالية باستخدام ال  :19 مثال
 

 
 

، بعدىا يتم المرور عمى الشجرة postorderباستخدام ال  Bالحل: نمر أولا عمى الشجرة الجزئية اليسارية التي جذرىا 
بالتالي يتم التجوال كما  Fبعدىا يتم المرور عمى الجذر  ،postorderباستخدام ال  Gالجزئية اليمينية التي جذرىا 

 :يمي
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A C E D B H I G F. 
 Infix, Prefix, and Postfix Notationالترميز المتناظر والسابق واللاحق 

عمى سبيل يمكننا تمثيل العبارات المعقدة، كالفرضيات المركبة والتعابير الحسابية باستخدام الأشجار المرتبة ذات الجذر. 
 المثال ليكن تمثيل العبارات الحسابية التي تتضمن عمميات الجمع     الطرح و   والضرب   القسمة و / 

)والأس  )  والتي سيتم استخدام الأشجار الثنائية ليذا التمثيل، حيث تمثل العقد الداخمية العممياتoperations  وتمثل
 الأوراق المتحولات أو الأعداد.

أوجد الشجرة الثنائية التي تمثل العبارة الحسابية التالية  :20 مثال    ( 2)  4 / 3x y x   ؟ 
xالحل: يُمكن بناء الشجرة الثنائية لمعبارة الحسابية من الأسفل إلى الأعمى. أولًا نبني الشجرة الجزئية لمعبارة  y ،

بعدىا يتم دمجيا مع شجرة جزئية أكبر تمثل   2x y  أيضاً يتم بناء الشجرة الجزئية .– 4x  بعدىا يتم دمجيا مع
شجرة جزئية أكبر تمثل  4 / 3x  أخيراً يتم دمج الشجرة الجزئية التي تمثل .  2x y   مع الشجرة الجزئية التي

تمثل  4 / 3x  لتشكل الشجرة الثنائية المطموبة كما يبينو الشكل التالي 
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لشجرة ثنائية تمثل عبارة حسابية العبارة الأصمية بالعناصر والعمميات وبنفس  التجوال حسب الترتيب المتناظرينتج 

 الترتيب الذي حدثت فيو.
للأشجار الثنائية التالية التي تمثل التعابير الحسابية التالية  حسب الترتيب المتناظرالتجوال  :21 مثال

   / 3x y x  و  / 3x y x  و  / 3x y x   كميا تقود إلى العبارة الحسابية المتناظرة
/ 3x y x  

 

 
 

 حسب الترتيب المتناظرالضروري تضمين الأقواس في التجوال لجعل التعابير الحسابية غير مبيمة )واضحة( يكون من 
 .infix formفي كل مرة نصادف عممية، ونسمي التعبير الذي نحصل عميو بالأقواس بالشكل المتناظر 

لشجرة  preorderلتجوال حسب الترتيب المصدر لتعبير ما عندما نقوم با prefix formنحصل عمى الشكل السابق 
حيث لا حاجة ىنا إلى  Polish notationثنائية ذات جذر، والعبارات المكتوبة بالشكل السابق نسمييا بالترميز البولوني 

 الأقواس.
اكتب بالشكل السابق العبارة التالية  :22 مثال    ( 2)  4 / 3x y x    

، وىذا حسب الترتيب المصدري تمثل التعبير المذكور الحل: نحصل عمى الشكل السابق بالتجوال في الشجرة الثنائية الت
/ 2   ينتج     4 3x y x   . 

. بالتالي يمكن operandsمثال( تسبق زوج مؤثراتيا عمى سبيل ال في الشكل السابق لتعبير حسابي، العممية الثنائية )
السابق بالعمل عمييا من اليمين إلى اليسار. عندما نصادف عممية ثنائية فإننا تخمين العبارة الحسابية الممثمة بالشكل 

ننجز العممية الموافقة عمى زوج المؤثرات المذان يقعان مباشرة إلى يمين العممية. وبالتالي عند إنجاز العممية نعتبر النتيجة 
 عمى أنيا مؤثر جديد.
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/ 5 3 2   التالي  prefixالسابق ما ىي قيمة التعبير المكتوب بالشكل  :23 مثال 2 3 4   ؟ 
 الحل: قيمة التعبير يبينو الشكل التالي

 

 
 

لشجرة  postorder الممحقلتجوال حسب الترتيب لتعبير ما عندما نقوم با postfix formنحصل عمى الشكل اللاحق 
 reverse Polish notationثنائية ذات جذر، والعبارات المكتوبة بالشكل السابق نسمييا بالترميز البولوني المعكوس 

 حيث لا حاجة ىنا إلى الأقواس.
اكتب بالشكل السابق العبارة التالية  :24 مثال    ( 2)  4 / 3x y x    

الممحق، وىذا حسب الترتيب رة الثنائية التي تمثل التعبير المذكور الحل: نحصل عمى الشكل السابق بالتجوال في الشج
2  ينتج   4  3 /  y x   . 

. بالتالي يمكن operandsعمى سبيل المثال( تمحق زوج مؤثراتيا  في الشكل اللاحق لتعبير حسابي، العممية الثنائية )
عندما نصادف عممية ثنائية فإننا تخمين العبارة الحسابية الممثمة بالشكل اللاحق بالعمل عمييا من اليسار إلى اليمين. 

ننجز العممية الموافقة عمى زوج المؤثرات المذان يقعان مباشرة إلى يسار العممية. وبالتالي عند إنجاز العممية نعتبر 
 ر جديد.النتيجة عمى أنيا مؤث
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4   3 2 7التالي  postfixما ىي قيمة التعبير المكتوب بالشكل اللاحق  :25 مثال 9 3 /     ؟ 
 الحل: قيمة التعبير يبينو الشكل التالي

 
 
 spanning treesأشجار التغطية  .4

 introductionمقدمة 1.4. 
 .Gيحوي كل عقد البيان  Gبيان جزئي من  Gبيان بسيط. نسمي شجرة تغطية من  Gليكن  :10تعريف 

 التالي Gأوجد شجرة تغطية من البيان  :26 مثال
 

 
مرتبط لكنو ليس شجرة لأنو يحوي دارات بسيطة. لنحذف السيم  Gالحل: البيان  ,  a e  وىذا يحذف دارة بسيطة

. من ثم نحذف السيم Gيحوي كافة عقد البيان  Gواحدة والنتيجة بيان جزئي من  ,  e f  الذي يحذف بدوره دارة
بسيطة ثانية. وأخيراً نحذف السيم  ,  c g  لينتج بيان بسيط وبدون دارات بسيطة. البيان الجزئي النيائي الناتج عبارة

 عن شجرة تغطية كما ىو مبين في الشكل التالي
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ليست وحيدة، عمى سبيل المثال يمكن الحصول عمى  Gشجرة التغطية التي حصمنا عمييا سابقاً من البيان : 2ملاحظة 

 شجرات تغطية مختمفة من نفس البيان كما يبينو الشكل التالي
 

 
 

 بيان بسيط يكون مرتبط إذا وفقط إذا يحوي شجرة تغطية.: 8مبرىنة 
 

 depth-first searchالبحث بالعمق اولًا 2.4. 
شجرة تغطية من بيان بحذف الدارات البسيطة ىي خوارزمية غير فعالة لأنو يتطمب أولًا إيجاد خوارزمية الحصول عمى 

الدارات البسيطة. طريقة أخرى لبناء شجرة تغطية تكمن في الإضافة المتتالية للأسيم، طريقتان لمقيام بذلك الطريقة 
ان بشكل عشوائي لتكون عقدة الجذر. نشكل بعدىا الأولى باستخدام البحث بالعمق أولًا حيث نقوم باختيار عقدة من البي

مساراً يبدأ من العقدة المذكورة بالإضافة المتتالية لمعقد والأسيم. فإذا مرّ المسار عمى كافة عقد البيان تكون الشجرة 
ذا لم يتم تغطية كافة العقد نرجع إلى العقدة ما قبل الأخيرة  المؤلفة من عقد المسار ىي شجرة التغطية المطموبة. وا 

ونحاول، إذا كان ذلك ممكناً، تشكيل مسار يبدأ منيا ويمر بالعقد التي لم يتم المرور عمييا سابقاً. إذا لم نستطع فعل ذلك 
نرجع إلى الوراء عقدة أخرى )العقدة الثانية ما قبل الأخيرة( ونحاول مرة أخرى. نكرر الإجرائية السابقة حيث نبدأ عند 

ييا، نرجع إلى الوراء عقدة واحدة في كل مرة مشكمين مسارات قدر الإمكان حتى نصل إلى آخر عقدة تم المرور عم
 مرحمة حيث لا يمكن إضافة أي سيم إلى الشجرة عندىا نكون قد حصمنا عمى شجرة التغطية المطموبة.
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 استخدم البحث بالعمق أولًا لإيجاد شجرة تغطية لمبيان التالي :27 مثال
 

 
 

 الحل:
,مثلًا لتكون الجذر. نبني مساراً بالإضافة المتتالية للأسيم والعقد وىذا يولّد مساراً  fنختار العقدة   ,  ,  ,  f g h k j 

ويحوي عمى عقد لم يتم  k، وبما أنو لا يوجد أي مسار يبدأ ب k)يمكن بناء مسار آخر(. بعدىا نرجع إلى العقدة 
,ونشكل المسار  hزيارتيا. بالتالي نرجع إلى العقدة   h i بعدىا نرجع إلى العقدة .g  ومن ثم إلى العقدةf  ومنيا

,نشكل المسار   ,  ,  ,  f d e c a ومن ثم نرجع إلى العقدة .c  ونشكل المسار,  c b وىذا ينتج شجرة تغطية مبينة في .
 الشكل التالي

 

 
 

 breadth-first searchالبحث بالعرض اولًا 3.4. 
ىي باستخدام البحث بالعرض أولًا حيث نقوم باختيار عقدة من البيان  Gالطريقة الثانية لبناء شجرة تغطية من بيان 

بشكل عشوائي لتكون عقدة الجذر. ومن ثم يتم إضافة كافة الأسيم الواردة إلى تمك العقدة، العقد الجديدة المضافة في 
عقد المستوى الأول لشجرة التغطية التي نقوم بترتيبيا بشكل عشوائي. بعدىا ومن أجل كل عقدة من ىذه المرحمة تشكل 

المستوى الأول نضيف كل سيم وارد إلى تمك العقدة بحيث لا يؤدي إلى تشكيل دارة بسيطة. نقوم بترتيب أولاد كل عقدة 
طية. من ثم نتبع نفس الإجرائية حتى يتم إضافة كافة من عقد المستوى الأول وىذا ينتج عقد المستوى الثاني لشجرة التغ

 العقد البيان إلى شجرة التغطية.
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 استخدم البحث بالعرض أولًا لإيجاد شجرة تغطية لمبيان التالي :28 مثال
 

 
 

عمى سبيل المثال لتكون عقدة الجذر، بعدىا نضيف كافة الأسيم الواردة إلى تمك العقدة، الأسيم  eالحل: نختار العقدة 
,إلى  eمن   ,  ,  b d f i حيث تكون العقد الأربع في المستوى الأول لشجرة التغطية. بعدىا نضيف الأسيم الواردة إلى ،

,إلى  b، الأسيم من bالعقدة   a c  وكذلك السيم منd  إلىh  و الأسيم منf  إلى,  j g  والسيم منi  إلىk .
,العقد الجديدة   ,  ,  ,  ,  a c h j g k  تقع في المستوى الثاني من الشجرة. بعدىا نضيف الأسيم منg  إلىl  ومنk 

 ىو مبين في الشكل التاليكما  mإلى 
 

 
 

 minimum spanning treesأشجار التغطية الأصغرية 4.4. 
شجرة تغطية أصغرية في بيان موزون مرتبط ىي عبارة عن شجرة تغطية ليا أصغر مجموع أوزان ممكن  :11تعريف 

 للأسيم التي تتألف منيا.
يعتمد عمى الإضافة المتتالية للأسيم ذات الوزن الأصغري سنقدم خوارزميتين من أجل بناء شجرة تغطية أصغرية كلاىما 

 من بين تمك الأسيم التي ليا خاصة محددة والتي لم يتم استخداميا بعد.
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 Prim’s algorithmخوارزمية برايم 
نبدأ باختيار سيم بوزن أصغري ونضعو في شجرة التغطية. ومن ثم نضيف بشكل متتالي عمى شجرة التغطية الأسيم 

ليا الوزن الأصغري والواردة إلى العقدة الموجودة في الشجرة آنفة الذكر، وبحيث لا تشكل دارة بسيطة مع الأسيم  التي
– الموجودة في شجرة التغطية. نتوقف عندما يصل عدد الأسيم المضافة   1n .سيم 

procedure Prim(G : weighted connected undirected graph with n  vertices) 
  T a  minimum-weight edge 

for   1i   to 2n   
..    e   an edge of minimum weight incident to a  vertex in T  and not  
  forming a simple circuit in T  if added to T  
    T T  with e  added 
return T  {T  is a minimum spanning tree of G } 

 
استخدم خوارزمية برايم لإيجاد التكمفة الأصغرية لشبكة الاتصالات التي تربط كل الحواسيب الممثمة في البيان  :29 مثال
 التالي

 
 

 الحل:
التالي حيث الأسيم الممونة بالأزرق تمثل شجرة التغطية الأصغرية )التكمفة الأصغرية لشبكة الاتصالات( يبين الشكل 

 الناتجة عن استخدام خوارزمية برايم.
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 استخدم خوارزمية برايم لإيجاد شجرة التغطية الأصغرية لمبيان التالي :30 مثال
 

 
 

الأزرق تمثل شجرة التغطية الأصغرية الناتجة عن استخدام خوارزمية الحل: يبين الشكل التالي حيث الأسيم الممونة ب
 برايم.

 
 

 Kruskal’s algorithmخوارزمية كروسكال 
نبدأ باختيار سيم بوزن أصغري ونضعو في شجرة التغطية. ومن ثم نضيف بشكل متتالي عمى شجرة التغطية الأسيم 

مع الأسيم الموجودة في شجرة التغطية. نتوقف عندما يصل عدد التي ليا الوزن الأصغري والتي لا تشكل دارة بسيطة 
– الأسيم المضافة   1n .سيم 

procedure Kruskal(G : weighted connected undirected graph with 
                                 n  vertices) 

 T  empty graph 
for   1i   to  –  1n  
   e   any edge in G  with smallest weight that does not form a simple 
  circuit when added to T  
    T T  with e added 
return T  { T  is a minimum spanning tree of G } 
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الفرق بين خوارزميتي برايم وكروسكال ىي أنو في خوارزمية برايم الأسيم ذات الوزن الأصغري والواردة إلى  :3ملاحظة 
عقدة موجودة في الشجرة والتي لا تشكل دارة بسيطة ىي التي يتم اختيارىا. بينما في خوارزمية كروسكال الأسيم ذات 

عقدة موجودة في الشجرة والتي لا تشكل دارة بسيطة ىي التي الوزن الأصغري التي ليست بالضرورة أن تكون واردة إلى 
 يتم اختيارىا.

 استخدم خوارزمية كروسكال لإيجاد شجرة التغطية الأصغرية لمبيان السابق :31 مثال
الحل: يبين الشكل التالي حيث الأسيم الممونة بالأزرق تمثل شجرة التغطية الأصغرية الناتجة عن استخدام خوارزمية 

 ال.كروسك
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 تمارين
 

 لتكن الشجرة التالية .1

 
 

، سمف العقدة o، أشقاء العقدة h، اب العقدة jأوجد ما يمي: جذر الشجرة، العقد الداخمية، الأوراق، أولاد العقدة 
m خمف العقدة ،b.ارتفاع العقد، ارتفاع الشجرة ، 
 
)من اليسار إلى اليمين( ىـو:  preorderحسب الترتيب المصدر  أوجد الشجرة الثنائية التي تجواليا .2

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A B C E D W J Q E X Y  وتجواليا حسب الترتيب المتناظرinorder  :ىو
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  C B E A J W D Q X E Y 

 inorderوكذلك حسب الترتيب  preorderأوجد تجوال الشجرة التالية حسب الترتيب  .3
 

 
 

:ىوفمان لتشفير الرموز بالترددات التالية: استخدم تشفير  .4 0.2,  : 0.10,  : 0.15,  : 0.25,  : 0.30a b c d e ما .
 لتشفير محرف واحد؟ىو العدد الوسطي لمبتات اللازم 

 

a 

b c d 

n o p 

e f 

j k l m 

g h i 
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,13صمم شجرة بحث ثنائية بالإضافة المتتالية لعناصر المجموعة التالية:  .5  3,  4,  12,  14,  10,  5,  1,  8 
 
 aاستخدم البحث بالعمق أولًا لإيجاد شجرة تغطية لمبيان التالي باختيار عقدة الجذر  .6
 

 
 

 التغطية الأصغرية لمبيان التالياستخدم خوارزمية برايم لإيجاد شجرة  .7
 

 
 

 (7استخدم خوارزمية كروسكال لإيجاد شجرة التغطية الأصغرية لمبيان السابق )التمرين  .8
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 المدة: ساعة ونصف   51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 
 ( درجة40)       السؤال الأول: أملأ الفراغات المناسبة 

 
 ................. نسمي شجرة .1

 بيان غير موجو مرتبط لا يحوي دارات بسيطة
 
 شجرة إذا وفقط إذا ............ بيان غير موجو مترابط يكون .2

 وجد مسار واحد فقط بسيط بين أي عقدتين من عقد البيان
 
 نسمي ارتفاع شجرة ذات جذر ............ .3

 الارتفاع الأعظمي لعقد الشجرة
 
 ل عقدة درجتيا تساوي الواحد بكعقد عمى الأقل، نسمي  3في شجرة ليا  .4

 الورقة
 

 جرة ثنائية، .................نسمي ش .5
 شجرة ذات جذر بحيث لكل عقدة أب ولدان عمى الأكثر

 
 جذر أنيا متوازنة إذا ..........نقول عن شجرة ثنائية ذات  .6

1hأو  hكان مستوى كافة أوراق الشجرة يساوي   
 

 ............... Gبيان بسيط. نسمي شجرة تغطية من  Gليكن  .7
 Gيحوي كل عقد البيان  Gبيان جزئي من 

 
 ىي عبارة عن ............. رتبطشجرة تغطية أصغرية في بيان موزون م .8

 شجرة تغطية ليا أصغر مجموع أوزان ممكن للأسيم التي تتألف منيا
 

 ورقة عمى الأكثر  ليا............ hالشجرة الثنائية ذات الارتفاع  .9
2h 

 
 من أجل بناء .............  Primنستخدم خوارزمية برايم  .11

 شجرة تغطية أصغرية في بيان موزون مرتبط
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 postorderو  inorderو  preorderالسؤال الثاني: أوجد تجوال الشجرة التالية حسب الترتيب 
 ( درجة15)           
 

 
 الحل:

preorder :  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  a b c d e f g h  
inorder: ,   ,  ,  ,  ,  ,  ,  c b d a e g f h  
postorder :  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  c d b g h f e a  

 3توجيو في حال الخطأ: الفقرة 
 

 السؤال الثالث: صمم شجرة بحث ثنائية بالإضافة المتتالية لعناصر المجموعة التالية )من اليسار إلى اليمين(:
 ( درجات10)         5 ,4 ,3 ,2 ,1

 
 الحل:

 
 2.1 توجيو في حال الخطأ: الفقرة

  

1 

2 

3 

4 

5 
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 Aالسؤال الرابع: استخدم البحث بالعمق أولًا لإيجاد شجرة تغطية لمبيان التالي باختيار عقدة الجذر 
 ( درجة15)          

 
 

 الحل:

 
 1.2توجيو في حال الخطأ: الفقرة 

 
 ( درجة15)  السؤال الخامس: استخدم خوارزمية كروسكال لإيجاد شجرة التغطية الأصغرية لمبيان التالي

 

 
 الحل:

               ,   ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,   ,  ,  ,  ,  ,  ,  e f a d h i b d c f e h b c g h  
 2.2توجيو في حال الخطأ: الفقرة 

  

E 

D B 

C 

A 

A 

B D 

K L 

M N 

(2) C 

(1) 

(3) 

(4) (5) 

(6) 

(7) (8) 
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 توجيه في حال الخطأ الاجابة الصحيحة السؤال الأول

1 
موجو مرتبط لا يحوي دارات بيان غير 

 بسيطة
 2.2الفقرة 

2 
وجد مسار واحد فقط بسيط بين أي 

 عقدتين من عقد البيان
 2.2الفقرة 

 2.2الفقرة  الارتفاع الأعظمي لعقد الشجرة 3
 2.2الفقرة  الورقة 4

5 
شجرة ذات جذر بحيث لكل عقدة أب 

 ولدان عمى الأكثر
 2.2الفقرة 

6 
كان مستوى كافة أوراق الشجرة يساوي 

h  1أوh  
 2.2الفقرة 

7 
يحوي كل عقد  Gبيان جزئي من 

 Gالبيان 
 2.2الفقرة 

8 
شجرة تغطية ليا أصغر مجموع أوزان 

 تتألف منياممكن للأسيم التي 
 2.2الفقرة 

9 2h  3.2الفقرة 

11 
شجرة تغطية أصغرية في بيان موزون 

 مرتبط
 2.2الفقرة 
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