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 الكممات المفتاحية:
مجموعات الأعداد، الطبيعية، الصحيحة، النسبية، الحقيقية، الحقيقية الموسّعة، الحقل، الحقل المرتب، القيمة 

 المطمقة، المجالات العددية.
 

 :الممخص
العددية  ييتم التحميل الرياضي بدراسة التوابع الحقيقية ومفاىيم النيايات والاستمرار والمتتاليات والمتسمسلات

والاشتقاق والتكامل. يعرض ىذا الفصل مجموعات الأعداد وخصائصيا. يبدأ الفصل بتقديم مجموعة الأعداد 
الطبيعية التي تستخدم بشكل أساسي في العدّ وعرض خصائصيا وطرق البرىان الرياضي ولاسيما طريقة 

لأعداد الصحيحة التي تضم الأعداد الاستقراء الرياضي ويقدّم نشر ثنائي الحدود. ثم يتم تعريف مجموعة ا
الصحيحة الموجبة والسالبة. تعرّف مجموعة الأعداد النسبية أو العادية ويعرّف العدد الجبري الذي ينتج من حلّ 
معادلة كثير حدود بأمثال صحيحة ونظرية الأصفار النسبية التي تبين الشرط الذي يجب أن يحققو العدد النسبي 

جبري. ويتم تعريف الحقل والحقل المرتب ومنو حقل الأعداد النسبية. بعدىا يتم تقديم  ليشكّل حل لمعادلة عدد
 حقل الأعداد الحقيقية وتعريف القيمة المطمقة وخصائصيا والمسافة والمجالات العددية.

 
 الأهداف التعميمية: 

 يتعرّف الطالب في ىذا الفصل عمى:
  ومجموعة الأعداد الصحيحة  مجموعة الأعداد الطبيعية 
 طرق البرىان الرياضي ولاسيما طريقة الاستقراء الرياضي 
 نشر ثنائي الحدود 
 الحقل والحقل المرتب 
  )حقل الأعداد النسبية )العادية أو الكسرية 
 حقل الأعداد الحقيقية 
 القيمة المطمقة والمسافة 
  العنصر الراجح والعنصر القاصر والحد الأعمىSupA  والحد الأدنىInfA  وأكبر عنصرMaxA 

 MinAوأصغر عنصر 
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  مقدمة
لدوال( الرياضية وتحولاتيا باستخدام مفاىيم النياية، حيث تدرس خواص ييتم التحميل الرياضي بدراسة التوابع )ا

مثل الاستمرار والاشتقاق والتكامل والتفاضل والتقعر والانعطاف في منحنيات التوابع، وتطبق ىذه المفاىيم عمى 
 أعداد حقيقية أو أعداد عقدية والتوابع معرفة عمييا.

 التالية:سيتم في ىذه الوحدة عرض المواضيع 
  ومجموعة الأعداد الصحيحة  مجموعة الأعداد الطبيعية 
 طرق البرىان الرياضي ولاسيما طريقة الاستقراء الرياضي 
 نشر ثنائي الحدود 
 الحقل والحقل المرتب 
  )حقل الأعداد النسبية )العادية أو الكسرية 
 حقل الأعداد الحقيقية 
 القيمة المطمقة والمسافة 
  العنصر الراجح والعنصر القاصر والحد الأعمىSupA والحد الأدنىInfA وأكبر عنصرMaxA 

 MinAوأصغر عنصر
يعتمد التحميل الرياضي عمى الفيم الدقيق للأعداد الحقيقية والعمميات التي تعرف عمييا وخصائصيا. يعتمد نظام 

وىو النظام المعتمد لمعظم العمميات الحسابية  0,1,2,3,4,5,6,7,8,9العد في النظام العشري عمى عشرة رموز 
العد الثنائي ونظام العد الثماني ونظام العد الست  وىو المعتمد في ىذه المادة )ىناك أنظمة عد أخرى مثل نظام

 عشري وغيرىا(.
 يمكن توضيح كتابة العدد بالنظام العشري من خلال مثال:

0 1 2357 7 10 5 10 3 10      

1 2 30.957 9 10 5 10 7 10        

 يا فيما يمي.تشكل ىذه الأرقام مجموعة الأعداد الحقيقية والتي تحوي عدد من المجموعات الجزئية التي سنبين
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  الأعداد الطبيعية1. 
,1,2,3}تعرّف مجموعة الأعداد الطبيعية  }  بأنيا المجموعة التي تضم الأعداد الصحيحة الموجبة

1nعدد يميو يسمى العدد التالي وىو  nوتستخدم لمعد. يوجد لكل عدد طبيعي   2. أي أن العدد التالي لمعدد 
n. يكون ناتج الجمع 36ىو العدد التالي لمعدد  37والعدد  3ىو العدد  m  والجداءn m لأي عددين
n,طبيعيين  mعدد طبيعي أي أن مجموعة الأعداد الطبيعية مغمقة مع عمميتي الجمع والجداء. ىو 

 يمكن تمخيص خصائص الأعداد الطبيعية بالخصائص التالية:
N1 ينتمي إلى   1العدد 
N2  إذا كان العددn  1فإن العدد التالي ينتمي إلىn    ينتمي إلى 
N3  ليس عدد تالي لأي عدد من  1العدد 
N4  إذا كانn  وm 1التالي أي  في مجموعة الأعداد الطبيعية ولكلاىما نفس العدد 1n m    عندىا

nيكون  m 
N5  1وتحوي العدد  1تحوي العدد  أي مجموعة جزئية منn   من أجل أي عددn  ينتمي ليذه المجموعة

 .تكون ىذه المجموعة مساوية لمجموعة الأعداد الطبيعية 
تحتاج  N5لمجموعة الأعداد الطبيعية واضحة وبدييية، بينما الخاصية  N4حتى  N1نلاحظ أن الخصائص 

 جزئية من مجموعة الأعداد الطبيعية  Sنفترض أنو لدينا مجموعة  N5لمشرح والبرىان. لشرح الخاصية 
1nو  Sينتمي إلى  1حيث العدد    ينتمي إلىS  من أجل أي عددn  ينتمي إلىS 1. بما أن العدد 
إذاً العدد  Sينتمي إلى  2وبما أنو تبين أن العدد   .Sينتمي إلى  1+1=2إذاً لدينا العدد  Sينتمي إلى 

 تحوي أي عدد طبيعي من  S. نلاحظ بأنو يمكننا الاستمرار بيذه الطريقة لنجد أن Sينتمي إلى  2+1=3
Sوىذا يعني أن  . 

لاتساوي  Sخاطئة أي أن المجموعة  N5بطريقة نقد الفرض. لنفترض أن  N5كذلك يمكن برىان الخاصية 
1nوتحقق الشرط ان  Sينتمي إلى  1مجموعة الأعداد الحقيقة مع أن العدد    ينتمي إلىS  من أجل أي

وتحقق  Sتحوي مجموعة جزئية  . في ىذه الحالة تكون مجموعة الأعداد الطبيعية Sينتمي إلى  nعدد  
 الشرطين:
 1 S 1.
nعندما يكون   S  1يتحققn S . 2.

Sومع ذلك   0. ليكن لديناn  أصغر عنصر من المجموعة{ : }n n S  1. بما أن العدد S فإن
0 1n  0. أي أنn  0وىو  ىو العدد التالي لعدد من مجموعة الأعداد الطبيعية 1n  0. لدينا 1n S  
يجب أن  S. ولكن من الشرط الثاني الذي تحققو المجموعة Sىو أصغر عدد طبيعي لاينتمي إلى  0nلأن 

0يكون العدد التالي ل  1n   0أيn  يجب أن ينتمي إلىS .وىذا تناقض مع الفرضية البدائية 
ان القضايا الرياضية من خلال الاستقراء الرياضي. يمكن برىان صحة قضية اساس لبرى N5تعتبر الخاصية 

رياضية من خلال الانطلاق من الفرض ونناقش منطقياً حتى نصل عمى صحة المطموب، أو أن ننطمق من 
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نقيض المطموب ونناقش منطقياً لنصل إلى نتيجة لايمكن قبوليا وبالتالي نصل إلى صحة المطموب بشكل غير 
 مباشر.

)أما برىان صحة قضية رياضية  )P n  تتعمق بالعدد الطبيعي(n بالاستقراء الرياضي فتتم من خلال التحقق )
 من الشرطين التاليين:

1nمحققة )أي من أجل  P(1)القضية   .) 1.
)إذا كانت القضية   )P n  صحيحة من أجل العدد الطبيعيn  فإنيا تكون صحيحة من أجل العدد 2.

 .1nالطبيعي التالي 
 صحيحة من أجل جميع الأعداد الطبيعية. Pعندىا تكون القضية

 
 :1مثال 

 باستخدام الاستقراء الرياضي: nبرىن صحة العلاقة التالية من أجل أي عدد طبيعي 
1

1 2 3 ( 1)
2

n n n      

 البرىان:
1لدينا القضية الرياضية 

( ) : 1 2 3 ( 1)
2

P n n n n
 
      

 
 

1 لأن:  1نجد أن ىذه القضية صحيحة من أجل العدد 
(1) : 1 (1 1)

2
P

 
  

 
 

1لنفترض أن 
1 2 3 ( 1)

2
n n n       صحيحة من أجل العدد الطبيعيn  عمينا أن نثبت أن القضية

( 1)P n   1صحيحة. لنجمعn   إلى طرفي المعادلة في القضية( )P n :فنجد 
   

1 1 1
1 2 3 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 2( 1) ( 1)( 2)

2 2 2
n n n n n n n n n n                 

)أن القضية  1)P n   صحيحة. ونتيجة للاستقراء الرياضي تكون( )P n  صحيحة لأي عدد طبيعيn. 
 

 : 2مثال
5كل الأعداد من الشكل  4 1n n  لأي عدد طبيعي   16قابل لمقسمة عمىn. 

 
 الحل:

5}: لدينا القضية 4 1 16}n

nP n is divisable by  
1 :{5 4 1 0}P     فيي صحيحة. 16تقبل القسمة عمى 
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2

2 :{5 4 2 1 16}P       فيي صحيحة. 16تقبل القسمة عمى 
 نفرض أن

nP  نثبت أنصحيحة عمينا أن 
1nP 

  صحيحة. نكتب: 
15 4( 1) 1 5(5 4 1) 16n nn n n        

وبما أنو افترضنا أن 
nP  5صحيحة فيمكن كتابة 4 1 16n n m    :وبالتالي

15 4( 1) 1 5(5 4 1) 16 16(5 )n nn n n m n           وبالتالي تكون
1nP 

 صحيحة. 
!و  n نظرية نشر ثنائي الحدود: ليكن لدينا 1 2 3 , 0 ! 1n n     (n  :نعرف )عاممي

!
, 0,1,2, ,

!( )!

n n
k n

k k n k

 
  

  
 فإن العلاقة التالية محققة دوماً:

1 2 2 1

0

( ) .
0 1 2 1

n
n n n n n n k n k

k

n n n n n n
a b a a b a b a b b a b

n n k

   



           
                  

           
  

  1 2 11
( 1)

2

n n n n na b a n a b n n a b n a b b                

 
 تطبيق: 

1,2,3,4nمن أجل    :نجد 
1

2 2 2

3 3 2 2 3

4 4 3 3 3 4

( )

( ) 2

( ) 3 3

( ) 4 6 4

a b a b

a b a a b b

a b a a b a b b

a b a a b a b a b b

  

    

      

        

 

 
 جموعة الأعداد الصحيحة م2. 

 تتألف مجموعة الأعداد الصحيحة من مجموعة الأعداد الطبيعية والصفر والأعداد الصحيحة السالبة.
{ , 3, 2, 1,0,1,2,3, }    

xيمكن حل المعادلة من الشكل  n m   حيث  في المجموعة,n m  عددين طبيعيين ويصبح لدينا
x m n  .حيث تم ادخال عممية الطرح 
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 مجموعة الأعداد النسبية 3. 
mجميع الأعداد التي تكتب عمى شكل كسر  تحوي مجموعة الأعداد النسبية )أو العادية أو الكسرية( 

n
حيث  

,m n  0وn . 
: , , 0

m
m n n

n

 
   
 

 

 صحيحة أن تمثل نفس العدد النسبي:يمكن لعدة أزواج أعداد 
m p

if n p m q
n q
    

و ولكن يمكن تمثيل أي عدد نسبي بعدد عشري مع عدد منتو من الأرقام عمى يمين الفاصمة أو عدد غير منت
 دوري لمجموعة من الأرقام.

 
 : 3مثال 

1العدد النسبي  

7
.1 غير منتو ولكن دوري من الأرقام عمى يمين الفاصمة:يمثل بشكل عدد عشري مع عدد  

1
0.142857 142857 142857 142857 142857 0.142857

7
  

.2 العدد النسبي:  
1

0.1666666666666666666666666666666 =0.16
6
 

.3 العدد النسبي :  
19

3.166666666666666666666666666666 =3.16
6
 

.4 العدد النسبي:  
3

0.75
4
 

 .جراء عمميات الجمع والجداء والطرح والقسمة في مجموعة الأعداد النسبية يمكن إ
تحوي مجموعة الأعداد النسبية الأعداد الطبيعية والصحيحة حيث يمكن تمثيل أي عدد صحيح بشكل عدد نسبي 

 .1يكون المقام فيو ىو العدد 
إلى  2ولكن يمكن تقريب العدد  2نسبي يمكن أن يكون الرقم يوجد نقص في ىذه المجموعة فلا يوجد عدد 

فنجد أن   1.4142 عدد نسبي قريب مثل 
2

1.4142 1.9999616 وأن 
2

1.4143 2.000244. 
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 تعريف العدد الجبري1.3. 

 يحقق معادلة كثير الحدود من الشكل:يدعى أي عدد بالعدد الجبري إذا كان 
 1

1 1 0 0n n

n nc x c x c x c

     
 حيث الأمثال

0 1, , , nc c c 0و  أعداد صحيحةnc   1وn  .عدد طبيعي 

mليكن 
r

n
  عدد نسبي حيث, , 0m n n   0فيو حل لممعادلةnx m  أي أن الأعداد النسبية ىي .

أعداد جبرية دوماً ولكن العكس ليس صحيحاً أي أن الأعداد الجبرية ليست بالضرورة أعداد نسبية. إن الأعداد 
 المعرفة بعدد نسبي مرفوع إلى أس كسري أي جذر تربيعي أو جذر تكعيبي أو غيره ىي أعداد جبرية.

 
 مثال:

3الأعداد التالية ىي أعداد جبرية:  34 4 2 3
, 3, 17, 2 5 ,

17 7


 

4 لأن

17
17 ىو حل لممعادلة  4 0x   

2 ىو حل لممعادلة 3و  3 0x   
3و 3 ىو حل لممعادلة 17 17 0x   
و 

3
2 2 2 6 4 23 3 32 5 2 5 2 5 2 5 6 12 13 0a a a a a a a                

6 ىو حل لممعادلة aأي أن  4 26 12 13 0x x x    

4وبطريقة مشابية بفرض  2 3

7
b


 :نجد 

 2 2 2 4 24 2 3
7 4 2 3 2 3 4 7 12 4 7 49 56 4 0

7
b b b b b b


              

4 ىو حل لممعادلة b أي أن 249 56 4 0x x  . 
,2ستسمح لنا النظرية التالية )الاصفار النسبية( ببرىان أن عدد ما ىو ليس من الأعداد النسبية مثل 3, 5 .

mإذا كان  kيقبل القسمة عمى العدد الصحيح  mنذكر بأن العدد الصحيح 

k
 ىو عدد صحيح. 
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 نظرية الأصفار النسبية2.3. 
عدد نسبي والأمثال  rنفترض أن 

0 1, , , nc c c :أعداد صحيحة تتحقق معادلة كثير الحدود 
1

1 1 0 0 (1)n n

n nc x c x c x c

     

1nحيث    0وnc   و
0 0c  ليكن .c

r
d

  حيثc وd  عددين صحيحين بدون قاسم مشترك )أبسط

0dشكل لمعدد النسبي( و . 
 يكون لدينا

0c تقبل القسمة عمى c و
nc تقبل القسمة عمى d. 

cيمكن القول بأن أي عدد نسبي 
r

d
  يجب أن يتحقق  (1)يشكل حل لممعادلة

0c يقبل القسمة عمىc و
nc 

 .dتقبل القسمة عمى 
 

 البرىان:
c بما أن

r
d

  (1)يحقق المعادلة: 

 نجد: nd ـبجداء طرفي المعادلة السابقة ب
1 1 1 2 1

1 1 0 0 1 10n n n n n n n n

n n n nc c c c d c c d c d c d c c c c c d c d    

 
                       

0أي أن 

nc d تقبل القسمة عمى c بما أنو لايوجد عامل مشترك بين .c وnd  فإن
0c  تقبل القسمة عمىc . 

 وبنفس الطريقة نجد:
1 1 1 2 1

1 1 0 1 1 00n n n n n n n n

n n n nc c c c d c c d c d c c d c c c d c d    

 
                       

nأي أن 

nc c  تقبل القسمة عمىd بما أنو لايوجد عامل مشترك بين .nc وd  فإن
nc  تقبل القسمة عمىd. 

 
 نظرية:

1ليكن لدينا معادلة كثير الحدود التالية: 

1 1 0 0n n

nx c x c x c

        0حيث الأمثال 1, , , nc c c  أعداد
صحيحة و

0 0c  أي عدد نسبي .c
r

d
  يمثل حل ليذه المعادلة يجب أن يكون عدد صحيح ويكون من

قواسم 
0c. 

 
 البرىان:

cنجد من نظرية الأصفار النسبية أن المقام لمعدد النسبي 
r

d
  الذي يحقق حل لممعادلة يجب أن يكون من

c. لذلك فإن 1المعادلة(. لذلك فقيمة المقام يجب أن تكون في  nx)مثل  1قواسم 
r

d
  يجب أن يكون عدد

 حسب نظرية الأصفار النسبية. 0cصحيح وىو من قواسم 
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 مثال:
 .ليس عدد نسبي 2 العدد

 الحل: 
من نظرية الأصفار النسبية نجد أن الأعداد النسبية الوحيدة التي من الممكن ان تشكل حمول لممعادلة 

2 2 0x    1ىي, وىي لاتحل المعادلة ) 2
2 1 02, 1, 0, 2n c c c     حل لممعادلة  2(. بما أن

 يكون عدداً نسبياً. فلا يمكن أن
 

 الحقل والحقل المرتب3.3. 
a,ليكن لدينا  b  عددين نسبيين فمدينا ناتج الجمع عدد نسبي( )a b   وناتج الجداء عدد نسبي
( )a b   الخصائص التالية: ولعمميتي الجمع والجداء في 

A1-  الخاصة التجميعية لمجمع, , , ( ) ( )a b c a b c a b c       
A2-  الخاصة التبديمية لمجمع, ,a b a b b a     
A3-  الصفر ىو العنصر الحيادي لعممية الجمع, 0a a a    
A4-  النظير لمجمع, ( ) 0a a a     
M1-  الخاصة التجميعية لمجداء, , , ( ) ( )a b c a b c a b c       
M2-  الخاصة التبديمية لمجداء, ,a b a b b a     
M3-  الواحد ىو العنصر الحيادي لعممية الجداء, 1a a a    
M4-  النظير لمجداء* 1, 1a a a    موعة الأعداد النسبية.لكل عنصر لايساوي الصفر مقموب في مج 
DL-  توزيع الجداء عمى الجمع, , , ( )a b c a b c a b b c        

 أي مجموعة تحوي أكثر من عنصر ومزودة بعمميتي الجمع والجداء وتحقق الخصائص السابقة تدعى حقل.
 ترتيب تحقق المواصفات التالية: تحوي علاقة  المجموعة 

O1-  من أجل قيمتين,a b  يتحقق لدينا إماa b  أوb a 
O2-  إذا كان لديناa b  وb a  فإنa b 
O3-  إذا كانa b  وb c  فإنa c 
O4-  إذا كانa b  فإنa c b c   
O5-  إذا كانa b  0و c  فإنa c b c   

 حقل مرتب. O5حتى  O1ويحقق الخصائص من  يدعى الحقل المزود بعلاقة ترتيب 
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 مجموعة الأعداد الحقيقية 4. 
وغيرىا. يمكن تمثيل مجموعة  e,كل الأعداد النسبية والأعداد الجبرية  تحوي مجموعة الأعداد الحقيقية 

 . ولايوجد في ىذه المجموعة أي ثغرات.1الأعداد الحقيقية بمستقيم يدعى مستقيم الأعداد الحقيقية الشكل رقم 

 
 مستقيم الأعداد الحقيقية 1الشكل رقم 

a,تعرف عمى مجموعة الأعداد الحقيقية عمميتي الجمع والجداء وناتج جمع عددين حقيقيين  b  ىو عدد حقيقي
a,وناتج جداء عددين حقيقيين  b  ىو عدد حقيقي وتحقق عممية الجمع وعممية الجداء في مجموعة الأعداد

 وتحقق عمى  . وتعرف علاقة الترتيب DLو M4حتى  M1و A4 حتى A1الحقيقية الخصائص 
 .ىي حقل مرتب مثل  . لذلك فإن O5حتى  O1الخصائص 

 
 :نظرية

 من خصائص الحقل نجد أن النقاط التالية محققة:
a إذا كان لدينا c b c    فإنa b 

I. , 0 0a a    
II. , ,( )a b a b a b       
III. , ,( ) ( )a b a b a b       
IV. , 0ac bc c a b    
V. 0 0 0a b a or b     

 
 نظرية: 

 :نجد من خصائص الحقل المرتب
I.  إذا كانa b  فإنb a   
II.  إذا كانa b  0وc   إذا فإنb c a c   
III.  0إذا كان, 0a b   0فإنa b  
IV. 

2, 0a a   
V. 1 0 
VI.  0إذا كانa   1فإن 0a  
VII.  0إذا كان a b   1فإن 10 b a   
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 والمسافة تعريف القيمة المطمقة1.4. 
 :تعريف القيمة المطمقة

0

0

a a if a

a a if a

 

  
 

 .a القيمة المطمقة ل a تدعى
 

 :تعريف المسافة
a,تعرف المسافة بين عددين حقيقيين  b :كما يمي 

( , )dist a b a b  

)تمثل  , )dist a b  المسافة بينa  وb. 
 

 :نظرية خصائص القيمة المطمقة
I. , 0a a   
II. , ,a b a b a b     
III. , ,a b a b a b     
IV. , ,a b a b a b     
 

 :نظرية
, , , ( , ) ( , ) ( , )a b c dist a b dist a c dist b c    
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 MaxAوأكبر عنصر  InfAوالحد الأدنى  SupAالعنصر الراجح والعنصر القاصر والحد الأعمى 2.4. 
 MinAوأصغر عنصر 

 تعريف:
 :مجموعة غير خالية من  Aلتكن 

zنقول إن     عنصر راجح عمىA  إذا وفقط إذا كان,a A a z   1.
zنقول إن     عنصر قاصر عنA  إذا وفقط إذا كان,a A z a   2.
zنقول إن     ىو حد أعمى لA  ونرمز لو بـ supA3 :إذا وفقط إذا كان.
 z  عنصر راجح عمىA  أي,a A a z   
 z  ىو أصغر عنصر راجح عمىA  أي, ,A b A z b       

zنقول إن     ىو حد أدنى لA  ونرمز لو بـ inf A:4 إذا وفقط إذا كان.
 z  عنصر قاصر عمىA  أي,a A z a   
 z  ىو أكبر عنصر قاصر عمىA  أي, ,A b A b z       

 
 ملاحظة: 
.1 وحيداً. ( فإنو يكونsupA) Aإذا وجد حد أعمى لـ  
A (infإذا وجد حد أدنى لـ   A.ً2 ( فإنو يكون وحيدا.

 
 تعريف:
  نقول عن عنصرa  إنو أكبر عنصر فيA  ونكتبmaxa A  إذا وفقط إذا كانa A  و

supa A. 
  ونقول بشكل مماثل عن عنصرb  إنو أصغر عنصر فيA  ونكتبminb A  إذا وفقط إذا

bكان  A  وinfb A. 
 

 الأعمى لمجموعة الأعداد الحقيقيةنظرية خاصية الحد 
 supAليا عنصر راجح )محدودة من الأعمى( يوجد ليا حد أعمى  جزئية غير خالية من  Aأي مجموعة 

 وىو عدد حقيقي.
 ملاحظة:

 خاصية الحد الأعمى. فالمجموعة: لاتحقق مجموعة الأعداد النسبية 
   2: 0 2 : 0 , 2A r r r r r        

 لاتمتمك حد أعمى في مجموعة الأعداد النسبية.
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 نظرية خاصية الحد الأدنى لمجموعة الأعداد الحقيقية
فيي تمتمك حد أصغر  محدودة من الأسفل )تمتمك عنصر قاصر( من  Aلكل مجموعة جزئية غير فارغة 

inf A. 
 

 ملاحظة:
محدودة إذا وجد  Aأنيا محدودة إذا كان ليا عنصر راجح وعنصر قاصر لذلك تكون  Aنقول عن مجموعة 

M,عددين حقيقيين  m  بحيث[ , ]A m M 
 

 ملاحظة:

0aإذا كان لدينا     يوجدn   بحيث
1

a
n


 1.
0bإذا كان لدينا     يوجدn   بحيثb n 2.

 
 مبرىنة خاصة أرخميدس

0aأياً كان العدد الحقيقي الموجب تماماً    ً0وأياً كان العدد الحقيقي الموجب تماماb   يوجد عدد طبيعي
n   بحيثn a b . 

 
 مثال:

 اكبر عنصر وأصغر عنصر: تحوي كل مجموعة منتيية غير فارغة من 
   max 1,2,3,4,5 5;min 1,2,3,4,5 1  

4
max 0, , 7, ,3,

3
e 

 
  

 
 

   max : 4 100 100;min : 4 100 3n n n n           

 
 المجالات العددية3.4. 
a,لنأخذ  b  حيثa b :فإن 

المجال المغمق: [ , ] :a b x a x b    
المجال المفتوح:  ] , [ :a b x a x b    

المجال نصف المفتوح:  [ , [ :a b x a x b    ، ] , ] :a b x a x b    
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 ملاحظة:
a, إذا كان  b  وa b عندىا:    max [ , ] ;min [ , ]a b b a b a  1.

       sup [ , ] sup ] , [ sup ] , ] sup [ , [a b a b a b a b b    

 مثال:
 لتكن لدينا المجموعة

2

1
: , 3A n n

n

 
   
 

محدودة من الأسفل ومن الأعمى. تحوي ىذه  Aفإن  

1 المجموعة اكبر عنصر ولا تحوي أصغر عنصر فمدينا:
max sup ;inf 0

9
A A A   

[لاتحوي المجموعة   , [a b .1 أكبر عنصر ولا أصغر عنصر.
.2 أكبر عنصر ولا أصغر عنصر. و  لاتحوي المجموعتين  
أكبر عنصر ولكن تحوي أصغر عنصر  لاتحوي المجموعة   min 1 3.
تحوي المجموعة   : 0 2r r    ولكن لاتحوي أكبر عنصر لأن  0أصغر عنصر وىو الصفر 4.

2. 
.5 لاتحوي المجموعة التالية اكبر عنصر ولا أصغر عنصر: 

   ( 1) 1 1 1 1: 1 ,2,3 ,4,5 ,6,7 ,
n

n n      

 ة:مبرىن
x إذا كان   فيوجد عدد صحيح وحيد( )E x :محقق لمعلاقة  

( ) ( ) 1E x x E x   

) نسمي )E x الجزء الصحيح لمعدد x. 
 

 :مبرىنة كثافة
a,إذا كان  b  وa b  يوجد عدد نسبيr   بحيثa r b  أي أن مجموعة الأعداد النسبية . 

 .كثيفة في 
 

 نتيجة:
.1 مختمفين عدد لانيائي من الأعداد النسبية.يوجد بين كل عددين حقيقيين  
.2 يوجد بين كل عددين حقيقيين مختمفين عدد لانيائي من الأعداد الحقيقية غير النسبية. 
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 تعريف مجموعة الاعداد الحقيقية الموسعة5. 
,رمزي اللانياية  تعريف:   .ىامين جداً عمى الرغم من أنيما لاينتميان إلى مجموعة الأعداد الحقيقية

نعرف مجموعة الأعداد الحقيقية الموسعة  ,  . 
 

 مبرىنة:
 حد اعمى وحد ادنى. لكل مجموعة غير خالية من 

 
 تعريف العمميات الحسابية في 

1.         
2.         

x أياً كان .3  فإن : 

   

, ( ) ,x x x

x x

        

      
 

 أياً كان .4 *x   فإن :   

   

x x

x x

      

     
 

 أياً كان .5 *x   فإن :   

   

x x

x x

      

     
 

6.       غير معرف. 
 .باللانياية الموجبة أو السالبة غير معرف 0ضرب الصفر  .7
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 مذاكرة حقل الأعداد الحقيقية
 المدة: ساعة ونصف  51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 

 لكل سؤال خمس علامات  
 التالية:اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة 

 
.1 لصحيحة بين مجموعات الأعداد ىي:العلاقة ا 

a)   التي بدورىا مجموعة جزئية من  مجموعة جزئية من 
b)   مجموعة جزئية من  التي بدورىا مجموعة جزئية من 
c)   التي بدورىا مجموعة جزئية من  مجموعة جزئية من        
d)   التي بدورىا مجموعة جزئية من  مجموعة جزئية من 

 الأعداد الحقيقية.فقرة راجع  مساعدة:
 
.2 ىو عدد   45.5678العدد 

a) طبيعي 
b)          نسبي 
c) غير نسبي 
d) صحيح 

 ية.الأعداد النسبفقرة راجع  مساعدة:
 

.3 القيمة المطمقة لعدد حقيقي لايساوي الصفر تكون دوماً:  
a)  غير سالبة 
b) نسبية 
c) غير موجبة 
d) غير نسبية 

 تعريف القيمة المطمقة فقرة الأعداد الحقيقية. راجع مساعدة:
 

3العدد   2 3  4 ىو عدد.
a) نسبي 
b)    جبري 
c) عشري 
d) جواب آخر 
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 تعريف العدد الجبري فقرة مجموعة الأعداد النسبية. راجع مساعدة:
 

ناتج  
4 8

14

3 3

3

   5 ىو.
a) 1/ 9     
b) 1/ 3 
c) 9 
d) جواب آخر 

معمومات سابقة حول العمميات الحسابية وحل المعادلات البسيطة من الدرجة  ستناد إلىالحل بالامساعدة: 
 الأولى والثانية.

 

ناتج    6 2

5

5 10 4 10

8 10

 


.6 ىو:  

a) 0.0005 
b) 55 10         
c) 425 10 
d) جواب آحر 

معمومات سابقة حول العمميات الحسابية وحل المعادلات البسيطة من الدرجة  ستناد إلىالحل بالامساعدة: 
 الأولى والثانية.

 
ناتج  

2/3

27
log

8

 
 
 

.7 ىو   

a) 3        
b) 3 
c) 1/ 3 
d) جواب آخر 

معمومات سابقة حول العمميات الحسابية وحل المعادلات البسيطة من الدرجة  ستناد إلىالحل بالامساعدة: 
 الأولى والثانية.
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بسّط الكسر التالي  
2

2

5 6

2 3

x x

x x

 

 
.8 ؟

a) 
2

1

x

x




          

b) 
2

1

x

x




 

c) 
2

1

x

x




 

d) جواب آخر 
معمومات سابقة حول العمميات الحسابية وحل المعادلات البسيطة من الدرجة  ستناد إلىالحل بالامساعدة: 

 الأولى والثانية.
 

2)3التي تحقق  xماىي قيم   ) 4x x x    9 ؟.
a) 2x  
b) 2x  
c) 2x   
d) جواب آخر 

معمومات سابقة حول العمميات الحسابية وحل المعادلات البسيطة من الدرجة  ستناد إلىالحل بالامساعدة: 
 الأولى والثانية.

 

2عدد فردي أي  pليكن لدينا   1;p k k    عندئذ يكونnp    10 ؟.
a) زوجي 
b)    فردي 
c) غير معروف 
d) جواب آخر 

 فقرة الأعداد الطبيعية برىان القضايا الرياضية طريقة الاستقراء الرياضي. راجع مساعدة:
 

المتراجحة التالية   1 1
n

h nh   11 ؟.
a) صحيحة 
b) خاطئة 

 فقرة الأعداد الطبيعية برىان القضايا الرياضية طريقة الاستقراء الرياضي.  راجع مساعدة:
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2العلاقة  

1

1 8 (2 1)
n

k

k n


       12 ؟.

a) صحيحة 
b) خاطئة 

 الرياضي.رياضية طريقة الاستقراء فقرة الأعداد الطبيعية برىان القضايا ال راجع مساعدة:
 

2كل عدد من الشكل   1 24 3 ,n n n     13 ىو من مضاعفات؟.
a) 11 
b) 13 
c) 17 
d) جواب آخر 

 رياضية طريقة الاستقراء الرياضي.فقرة الأعداد الطبيعية برىان القضايا ال راجع مساعدة:
 

.14 اللانياية تحقق العلاقة التالية:  
a)  
b)  
c)  
d) جواب آخر 

 تعريف مجموعة الأعداد الحقيقية الموسعة فقرة الأعداد الحقيقية. راجع مساعدة:
 

   max .15 ىو: 0,5
a) 5 
b) 6 
c) غير موجود 
d) 0 

 ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. maxتعريف أكبر وأصغر عنصر ضمن مجموعة  راجع مساعدة:
 

  max .16 ىو: ]0,5[
a) 5 
b) 6 
c) غير موجود 
d) 0 
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 ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. maxتعريف أكبر وأصغر عنصر ضمن مجموعة  راجع مساعدة:
 

  min .17 ىو: [0,1[
a) 0 
b) 1 
c) 1 
d) غير موجود 

 ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. maxتعريف أكبر وأصغر عنصر ضمن مجموعة  راجع مساعدة:
 

   min .18 ىو: 0,1
a) 0 
b) 1 
c) 1 
d) غير موجود 

 ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. maxتعريف أكبر وأصغر عنصر ضمن مجموعة  راجع مساعدة:
 

.19 ؟  [0,2]ىو عنصر راجح عمى  3العدد  
a) صح 
b) خطأ 

 تعريف العنصر القاصر والعنصر الراجح عمى مجموعة ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. مساعدة:
 

]ىو عنصر قاصر لممجال  1العدد   5, 1]  20.
a) صح 
b) خطأ 

 تعريف العنصر القاصر والعنصر الراجح عمى مجموعة ضمن فقرة الأعداد الحقيقية. مساعدة:
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 الإجابات الصحيحة
 

 الإجابة الصحيحة السؤال
 الخيار الثالث 1
 الخيار الثاني 2
 الخيار الأول 3
 الخيار الثاني 4
 الخيار الأول 5
 الخيار الثاني 6
 الخيار الأول 7
 الخيار الأول 8
 الخيار الأول 9
 الخيار الثاني 10
 الخيار الأول 11
 الخيار الأول 12
 الخيار الثاني 13
 الخيار الثالث 14
 الخيار الأول 15
 الخيار الثالث 16
 الخيار الرابع 17
 الخيار الأول 18
 الخيار الأول 19
 الخيار الثاني 20
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 التىابع النهايات والاستمرار: الثانيالفصل 
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  الكممات المفتاحية:
الصغرى، النياية المحمية العظمى، التوابع التوابع، النيايات، الاستمرار، النيايات المحمية، النياية المحمية 

الخطية، القطع المكافئ، التوابع الاسية، التوابع الموغاريتمية، التوابع المثمثية، التوابع العكسية، التوابع المتزايدة، 
 التوابع المتناقصة، التوابع الفردية، التوابع الزوجية، التوابع الدورية، منطقة التعريف.

 
 :الممخص
ا الفصل إلى عرض تعريف التوابع وخصائصيا ومفاىيم النيايات والاستمرار لمتوابع الحقيقية. يعرّف ييدف ىذ

التوابع والتوابع العكسية. ويعرض التوابع الأساسية البسيطة مثل كثيرات الحدود ومنيا التوابع الخطية والتوابع من 
ة والتوابع المثمثية. وتعرّف التوابع المحدودة والتوابع الدرجة الثانية القطع المكافئ والتوابع الاسية والموغاريتمي

المطّردة المتزايدة والمتناقصة والتوابع الفردية والتوابع الزوجية والتوابع الدورية. تعرّف كذلك النيايات المحمية 
حققيا العظمى والصغرى. يقدّم مفيوم النياية لمتوابع وخصائصيا. ويعرّف الاستمرار والشروط التي يجب أن ي

 التابع ليكون مستمراً.
 

 :الأهداف التعميمية
 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:

 تعريف التوابع  والتوابع العكسية 
 التوابع الأساسية البسيطة 
 التوابع المحدودة 
 التوابع المتزايدة والمتناقصة والمطّردة 
 التوابع الزوجية والفردية والدورية 
  والصغرىالنيايات المحمية العظمى 
 نيايات التوابع 
 استمرار التوابع 
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 مقدمة
التوابع وخصائصيا من أىم المفاىيم الرياضية لمعديد من التطبيقات الاقتصادية واليندسية. ييتم ىذا  تعتبر

 الفصل بتقديم النقاط التالية:
 تعريف التوابع  والتوابع العكسية 
 التوابع الأساسية البسيطة 
 التوابع المحدودة 
 المتزايدة والمتناقصة والمطّردة التوابع 
 التوابع الزوجية والفردية والدورية 
 النيايات المحمية العظمى والصغرى 
 نيايات التوابع 
 2استمرار التوابع 

 

 تعريف التوابع1. 
يتألف التابع من مجموعة منطمق ومجموعة مستقر وعلاقة ربط تعطي عنصر واحد فقط من مجموعة المستقر 

المنطمق. يمكن لعدة قيم من مجموعة المنطمق أن تقابل نفس القيمة في المستقر )الشكل  لكل عنصر من عناصر
 (.1رقم 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

:علاقة التابع 1الشكل رقم  , ( )f x y f x y  
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لايوجد قيود عمى طبيعة عناصر مجموعتي المطمق والمستقر ولكن في مادة التحميل سيتم التركيز عمى 
 مجموعة الأعداد الحقيقية. مجموعات جزئية من

يمكن تمثيل التابع بتحديد منطقة التعريف )مجموعة التعريف( بالإضافة إلى إيجاد العلاقة التي تربط بين عناصر 
 المنطمق وعناصر المستقر. تمثّل علاقة الربط لمتابع بعدة أشكال منيا: 

 قةجدول يتم فيو ذكر عناصر مجموعة المنطمق ومجموعة المستقر المواف .1
الأفقي مجموعة المنطمق  Oxحيث يمثل المحور   Oxyبيان التابع في جممة الاحداثيات الديكارتية   .2

 الشاقولي مجموعة المستقر. Oyوالمحور
 معادلة أو مجموعة معادلات وىذه ىي الطريقة التحميمية. .3

ولعلاقة fولمتابع  yولمتحولات مجموعة المستقر بالرمز  xيرمز عادة لمتحولات مجموعة المنطمق بالرمز 
)الربط  )y f x. 

 المتحول المرتبط. yالمتحول المستقل. يدعى متحول مجموعة المستقر  xيدعى متحول مجموعة المنطمق 
,يمكن استخدام أحرف أخرى لتمثيل  ,x y f. 

ىناك طرق عديدة لربط عناصر مجموعتين ليست بالضرورة توابع. أي لاتعطي قيمة واحدة في المستقر لقيمة 
 .واحدة من المنطمق

 
 مثال:

2y x ىناك قيمتين لممستقر y.مقابل كل قيمة من المنطمق لذلك ىذه العلاقة ليست تابع 
 

 مثال: 
أزواج الأرقام        , , , , , , ,a b a c a d a f ليست تابع لأنa  المستقر.من المنطمق تقابل عدة قيم من 

 
 اختبار المستقيم العموديّ 

نستطيع تمييز تابع عن علاقة رياضيّة أخرى لا تتمتّع بصفة تابع عن طريق ىذا الاختبار. ننشئ خطّاً عموديّاً 
 عمى محور الفواصل. لكي تكون العلاقة تابعاً يجب ألّا يتقاطع ىذا الخطّ مع الخطّ البيانيّ لمتابع أكثر من مرّة.
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 مثال: 
 التّالي ليست تابعاً. 2لاقة الممثَّمة في الشّكل الع
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 اختبار المستقيم العمودي  2الشّكل 
 

 مثال: 
4

( )
3

y f x
x


 


 .fوفق التاّبع xقيمة ندعوىا صورة  xيربط بكلّ قيمة لـ  

 
 مثال: 

]لنأخذ التابع الذي يربط مجموعة المنطمق  1,1]x    2بالعلاقة( )f x y x   [0,1]أي أنy  نجد .

مثلًا: 
2

1 1 1

3 3 9
f
   
      
   

. 

 
 مثال: 

1بالعلاقة  التابع الذي يربط مجموعة الأعداد الطبيعية 
( )f n

n
. 
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 مثال: 
)العام والمستقر عدد السكان  tتابع يقدم عدد سكان بمد ما لكل عام. متحول المنطمق  )P f t. 

 
 مثال: 

يمكن أن يكون لمتابع أكثر من متحول مثال التابع الذي يربط تمثيل الموضع عمى سطح الكرة الأرضية ممثلًا 
)أي ثلاث متحولات منطمق  hوالارتفاع  وزاوية خط الطول  بزاوية خط العرض  , , )h   بالاحداثيات

)الديكارتية المقابمة ليا  , , )x y z ،: ( , , ) ( , , )f h x y z   أي أن التابع لو ثلاث متحولات منطمق وثلاث .
 متحولات مستقر كل ثلاثة أعداد مرتبة من المنطمق يقابميا ثلاثة أعداد مرتبة من المستقر.

 التابع مجموعة المطمق أكبر مجموعة نستطيع تعريف علاقة الرّبط عمييا. تدعى منطقة )مجموعة( تعريف
 

 مثال: 
4

( )
3

f x
x





لّا انعدم المقام. وبيذا تكون مجموعة تعريف  3ألّا تساوي الـ  xيجب عمى ،   ىي  fوا 

 . ونكتب ذلك:3مجموعة الأعداد الحقيقيّة ماعدا 
ىي:  fمجموعة تعريف ( ) \ 3D f  :أو باستخدام المجالات ،( ) ] ,3[ ]3, [D f     ونكتب .

أيضاً:  : \ 3f . 
 

 مثال: 
3( ) 1g x x   ، جميع كثيرات الحدود معرّفة عمى معرّف عمى .. 

 
 مثال: 
3( ) 8h x x  ،يجب أن يكون ما داخل الجذر التربيعيّ مقداراً موجباً، أي 

3 38 0 8 2x x x      ، ّأي أن ( ) [2, [D h  . 

 

 التابعبيان 
يشكل التابع مجموعة من ثنائيات الأعداد الحقيقية المرتبة  ,x y يشكل رسم ىذه النقاط . ,x y  عمى جممة

 الاحداثيات الديكارتية بيان التابع.
 

 مثال: 
)2الخط البياني لمتابع  ) , 1 1y f x x x      3ممثل في الشكل رقم 
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)2 بيان التابع 3الشكل رقم  ) , 1 1y f x x x     
 

 التوابع العكسية2. 
ىو متحول المنطمق. كذلك نفترض أنّ علاقة الربط ىي عنصر واحد  xو fمتحول المستقر لمتابع  yليكن 

1fمقابل عنصر واحد بين المنطمق والمستقر. نعرّف التابع    الذي يدعى التابع العكسي لمتابعf  الذي ينتج من
)1. أي أنّ fالتبادل بين المنطمق والمستقر لمتابع  )x f y لتسييل التعامل مع التابع العكسي ولرسم بيانو .

)1نستخدم الكتابة  )y f x يتحقق لدينا .   1 1f f x f f x       
1fملاحظة    ليس التابعf  نما التابع العكسي. 1-مرفوعاً لمقوة  وا 

 
 التوابع الأساسية البسيطة3. 

 تسمى التوابع التالية توابع أساسية بسيطة
) تابع القوة .1 ) ny f x x   منطقة التعريفx  

 
 التوابع كثيرات الحدود1.3. 

2تأخذ التوابع كثيرات الحدود الشكل  1

0 1 2 1( ) n n

n nf x a a x a x a x a x

       حيث
0 1 1, , , ,n na a a a أمثال حقيقية ثابتة وn  0عدد طبيعي يدعى درجة كثير الحدود عندما يكونna . 

جذر  nلو  nلكل كثير حدود جذر عمى الأقل في مجموعة الأعداد العقدية. ويكون لكثير الحدود من الدرجة 
في مجموعة الأعداد العقدية. وبما أنّ أمثال كثير الحدود حقيقية فإنّ الجذور العقدية عند وجودىا تكون بشكل 

 افقة ذاتياً.أزواج متر 
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 مثال: 
3 2 25 11 15 ( 3)( 2 5) ( 3)( 1 2 )( 1 2 )x x x x x x x x i x i             

 
 التوابع الخطية المستقيمات1.1.3. 

تمثّل المعادلة التالية تابع خطي بيانو مستقيم 
0( )f x y m x y     حيث تمثّلm  ميل المستقيم و

0y 
 .Oyنقطة تقاطعو مع المحور 

 الافقي. Oxيمثل ميل المستقيم ظل الزاوية التي يصنعيا المستقيم مع المحور 
يمكن حساب ميل مستقيم عُممت منو نقطتان 

1 1 2 2( , ),( , )x y x y :باستخدام العلاقة 
2 1

2 1

y y
m

x x





 

يمكن حساب ميل مستقيم من معرفة نقطتين منو 
1 1 2 2( , ),( , )x y x y  2حيث 1

2 1

y y
m

x x





 

و يمّر بالنّقطة  mتعطى معادلة مستقيم ميمو  0 0,x y  :بالمعادلة 0 0y y m x x    
 

 مثال: 
ويمرّ بالنّقطة 2-أوجد معادلة المستقيم الذي ميمو  1,3. 

3 2( 1) 2 5y x y x        

 

 معادلة مستقيم يمر من نقطتين

 لتكن   1 1 2 2, , ,x y x y :2 نقطتين من مستقيم. نبدأ بإيجاد ميل المسقيم باستخدام العلاقة 1

2 1

y y
m

x x





 

 نطبّق ما ورد في الفقرة السابقة.ثمّ 
 

 مثال: 
أوجد معادلة المستقيم المارّ بالنّقطتين    2,5 , 0,3. 

5 نحسب ميل المستقيم فنجد 3 2
1

2 0 2
m


  


وتكون معادلتو .  3 1 0y x    :أي 

3y x . 
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 : ملاحظة
 متوازيان إذا كان ليما نفس الميل. يكون مستقيمان 
  يكون مستقيمان متعامدان إذا كان جداء ميمييما يساوي

1 2 1m m  . 
 

 التوابع كثيرات الحدود من الدرجة الثانية2.1.3. 
نعرّف التابع كثير الحدود من الدرجة الثانية بأنو تابع تكون فيو علاقة الربط عبارة عن كثير حدود من الدرجة 

)2الثانية. أي أنّ علاقة الربط تكون من الشكل  )y f x ax bx c     حيث, , , 0a b c a . 
0aجية التقعر نحو الأعمى إذا كان يشكّل بيان التابع من الدرجة الثانية قطع مكافئ وتكون    ونحو الأسفل إذا

0aكان    ندعو ذروة القطع أعمى نقطة في القطع عندما يكون تقعره سالباً أو اخفض نقطة في القطع عندما
محور القطع ويكون القطع المكافئ متناظراً يكون تقعرّه موجباً. يشكل المستقيم الشاقولي المار من ذروة القطع 

 بالنسبة لمحور القطع.
)2كل تابع كثير حدود من الدرجة الثانية من الشكل  ) ( )y f x a x h k     حيث, , , 0a h k a  

)ثوابت حقيقية يعبر عن قطع مكافئ وذروتو ىي النقطة  , )h k مستقيم ومحور القطع ىو الx h  وتقعرّه نحو
0aالأعمى إذا كانت    0ونحو الأسفل إذا كانتa . 

 بيانات التوابع كثيرات الحدود الأساسية 4الشكل رقم 
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 ةابع الأسيو الت2.3. 
( ) xy f x a  0, 0a a   ثابت حقيقي ومنطقة التعريفx    ومن اىم التوابع الأسية التابع
( ) xy f x e   2.71828حيثe  .العدد النيبري أو العدد الطبيعي 

 التوابع الأسية 5الشكل رقم 
 

 ةابع الموغاريتميو الت3.3. 
( ) logay f x x   0و , 0a a   يدعى أساس الموغاريتم ومنطقة التعريف*x  يدعى التابع .

)الموغاريتم الطبيعي  ) log lney f x x x    2.71828حيث الأساسa e   
ln yy x x e   

 
 المّوغاريتم:خصائص 

1. log 1 0a  
2. log 1a a  
3. log r

a a r 
4. loga x

a x 
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 العمميّات عمى المّوغاريتم:
1.  log log loga a ax y x y   
2.  log / log loga a ax y x y  
3.  log logr

a ax r x 

4.  
 

 

log
log

ln
a

x
x

a
 يمكن تعميميا log

log
log

b
a

b

x
x

a
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 التابع الموغاريتمي 6الشكل رقم 
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 التوابع المثمثية4.3.
sin 1 1 1 cos

sin ,cos , tan ,csc ,sec ,cot
cos sin cos tan sin

x x
x x x x

x x x x x
    

 

]بالراديان  xيعبّر عن المتحول  ] 180[deg]rad  يأخذ التابعين .sin ,cosx x  قيماً ضمن المجال
[ 1,1] .عندما تتغير قيمة المتحول ضمن مجموعة الأعداد الحقيقية 

 
 بعض خصائص التوابع المثمثية

2 2 2 2 2 2

2 2

1 1
sin cos 1,1 tan sec ,1 cot csc

cos sin
x x x x x x

x x
       

 

sin( ) sin cos cos sin , sin( ) sinx y x y x y x x      

cos( ) cos cos sin sin , cos( ) cosx y x y x y x x    
tan tan

tan( ) , tan( ) tan
1 tan tan

x y
x y x x

x y


    

 
 

 المثمثية العكسيةالتوابع 5.3. 
1

1

1

arcsin sin , / 2 / 2

arccos cos ,0

arctan tan , / 2 / 2

y x x y

y x x y

y x x y

 



 







    

   

     
1 1

1 1

1 1

csc sin (1 / ), / 2 / 2

sec cos (1 / ),0

cot / 2 tan ,0

y x x y

y x x y

y x x y

 



 

 

 

 

    

   

     
 

 التوابع الزائدية6.3. 

sinh
2

cosh
2

sinh
tanh

cosh

x x

x x

x x

x x

e e
x

e e
x

x e e
x

x e e
















 

 
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 من خصائص ىذه التوابع
2 2

2 2

2 2

cosh sinh 1

1 tanh sec

coth 1 csc

x x

x h x

x h x

 

 

 

 

sinh ( )  sinh cosh  cosh sinh

sinh (– )  – sinh

cosh ( )  cosh cosh  sinh sinh

cosh (– )  cosh

tanh tanh
tanh ( )

1 tanh tanh

tanh (– )  – tanh

x y x y x y

x x

x y x y x y

x x

x y
x y

x y

x x

  



  




 





 

 
 التوابع الزائدية العكسية7.3. 

sinhxليكن لدينا  y  ّ1أي أنsinhy x  التابع الزائدي العكسي لممتحولx فيمايمي العلاقات الرياضية .
 لمتوابع الزائدية العكسية

1 2

1 2

1

sinh ln( 1)

cosh ln( 1), 1

1 1
tanh ln , 1

2 1

x x x

x x x x

x
x x

x







  

   

 
  

 
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 تعريف التوابع المحدودة4. 
f:وليكن لدينا التابع  مجموعة جزئية غير خالية من مجموعة الأعداد الحقيقية  Xلتكن  تعريف: X  
 نقول إنّ:

1. f  محدود من الأعمى إذا وفقط إذا وجدM   بحيث; ( )x X f x M   
2. f  محدود من الأدنى إذا وفقط إذا وجدm   بحيث; ( )x X f x m   
3. f  محدود إذا وفقط إذا كان محدوداً من الأعمى ومن الأدنى أي إذا وجد,m M   بحيث

; ( )x X m f x M    ونرمز بالمقدار 
 

 

sup sup ( ) :

inf inf ( ) :

X

X

f f x x X

f f x x X

  

  
 

 ويكون لدينا:
f  محدود من الأعمىsup

X

f   
f  محدود من الأدنىinf

X
f   

 
 مثال: 
)التابع  ) 3f x x   تابع محدود عمى المجال[ 1,1]x X  . 

sup 4,inf 2
XX

f f 
 

 مثال: 
1التابع 

( )f x
x

  0,4[غير محدود عمى المجال[X   1لا يوجد حد أعمى ويوجد حد أدنى
inf

4X
f . 

 
 مبرىنة
f:وليكن التابعان  مجموعة جزئية غير خالية من  Xلتكن  X   و:g X   و . 
  إذا كانf  محدوداً من الأعمى فإنf  :محدود من الأدنى ويكون inf sup

X X

f f   

  إذا كانf وg  محدودين من الأعمى فإنf g  وf :محدودان من الأعمى ويكون 
sup( ) sup sup

X X X

f g f g   وsup( ) sup
X

f f   

  إذا كانf وg  محدودين من الأعمى وموجبين فإنf g :محدود من الأعمى ويكون 
sup( ) sup sup

X X X

f g f g   
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 مثال: 
f:يبين التابعان  x x و: 1g x x  [0,1] المعرفان عمىX  أي أنو عموماً ليس ىناك مساواة في 

)sup من: ) sup sup
X X X

f g f g    أوsup( ) sup sup
X X X

f g f g  . 

 
 تعريف التابع المتزايد والمتناقص والمطّرد5. 

f:وليكن التابع  مجموعة جزئية من  Xليكن لدينا  X   ّنقول إن 
متزايد إذا وفقط إذا كان  fالتابع  .1

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x     
متناقص إذا وفقط إذا كان  fالتابع  .2

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x     
متزايد تماماً إذا وفقط إذا كان  fالتابع  .3

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x     
متناقص تماماً إذا وفقط إذا كان  fالتابع  .4

1 2 1 2 1 2, , ( ) ( )x x X x x f x f x     
 مطّرد إذا كان متزايداً أو متناقصاً. fالتابع  .5

f:نلاحظ أنّو إذا كان    ّتابعاً متزايداً فإن( )f  ذا كان f:متناقص وا    و:g  
*تابعين متزايدين وكانت    ّفإنf g  وf  متزايدان. وكذلك فإنّ ناتج تركيب تابعين متزايدين أو

 متناقصين تابع متزايد وناتج تركيب تابع متزايد مع آخر متناقص تابع متناقص.
 

 تعريف التابع الفردي والزوجي6. 
 جزئية  نقول عن مجموعةX  إذا وفقط إذا كان: 0أنيا متناظرة بالنسبة إلى الصفر  من 

,x X x X    
  لتكنX  نقول إن التابع 0متناظرة بالنسبة إلى  من .:f X   فردي إذا وفقط إذا كان

, ( ) ( )x X f x f x      ونقول إنو زوجي إذا وفقط إذا كان, ( ) ( )x X f x f x    
 

 مثال: 
f:ليكن لدينا التابع  X   نعرّف منو التابعين,p if f :كما يمي 

1
( ) ( ( ) ( ))

2

1
( ) ( ( ) ( ))

2

p

i

f x f x f x

f x f x f x

 
    

 
   
  

 

p تابعاً فردياً و ifتابعاً زوجياً و pfفيكون  if f f  
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 تعريف التابع الدوري 7. 
f: التابعنقول إنّ   مجموعة جزئية من Xلتكن  X  ىو تابع T دوري حيث *T R إذا وفقط إذا 

,( ) ( ( ) ( ))x X x T X f x T f x        ّونقول إنT  ىو دور التابعf. 
f:ونقول إنّ التابع  X   ىو تابع دوري إذا وجدت قيمةT  بحيث يكونf  ًتابعاT .ًدوريا 

 
 مثال: 

xالتابع الذي يربط كل عدد    جزأه الكسري( )x x E x   الذي يربط دوري. وكذلك التابع  1ىو تابع
x بكل عدد   المسافة بينx  ومجموعة الأعداد الصحيحة ( , ) inf ,d x x n n    1ىو تابع 

 دوري ونجد أنّ:
  ( , ) min ( ),1 ( )d x x E x E x x   . 

 

 تابع دوري 7الشكل رقم 
 

 المحمّيةالنهايات 8. 
تحتاج كثير من التطبيقات حساب القيم العظمى والدنيا التي تأخذىا التوابع ومن ىنا برزت أىمية النيايات 

 المحمية العظمى والصغرى.
 تعريف النياية المحمية العظمى والصغرى 

[المعرّف عمى المجال المفتوح  fلنأخذ التابع  , [a b  الذي فيوc  حيث( ) ( )f x f c  لكل قيمx  المختمفة
[و  cعن  , [ ,x a b x c    عندىا تدعى( )f c ع نياية محمية عظمى لمتابf إذا كان .

] , [, , ( ) ( )x a b x c f x f c     عندىا تكون( )f c  نياية محمية صغرى لمتابعf. 
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 نهاية محمية عظمى ونهاية محمية صغرى 8الشكل رقم 

لايكون لو نياية محمية وذلك عندما يكون التابع متزايداً يمكن لمتابع أن يكون لو أكثر من نياية محمية ويمكن أن 
 تماماً أو متناقصاً تماماً.

 تعريف النياية المطمقة العظمى والصغرى
)من مجموعة التعريف الكاممة  xولكل قيم  fضمن مجموعة التعريف لمتابع cإذا كانت ) ( )f x f c  عندىا
)تكون  )f c نياية مطمقة عظمى لمتابعfإذا كانت من أجل أي قيمة .x  من مجموعة التعريف

( ) ( )f x f c  عندىا تكون( )f c نياية مطمقة صغرى لمتابعf. 
 

 ملاحظة: 
النيايات المطمقة ليست بالضرورة وحيدة. فالتابع الخطي الذي بيانو مستقيم أفقي تكون فيو كل نقطة نياية مطمقة 

 عظمى وصغرى.
 نيايات التوابعتعريف 

)ليكن لدينا التابع  )f x  0المعرّف عمى مجال بجوارx  0وليس من الضرورة أن يكون معرّفاً عمى النقطةx .
)ىو نياية   lنقول إنّ العدد الحقيقي  )f x  عندما تقتربx  0منx  0من اليمين بقيم اكبر منx  ومن
ونكتب  0xاليسار بقيم أصغر من

0

lim ( )
x x

f x l


  إذا كان من أجل أي عدد موجب صغير  نستطيع أن نجد

)( بحيث يكون )يتعمق عادةً بالعدد  عدد موجب  )f x l    00كمما كان x x    نقول في .
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)ىذه الحالة إنّ  )f x تسعى لـl  عندما تسعىx  إلى
0x .

0( )f x l as x x  ّأي أن .( )f x  يصبح
قريب بشكل كاف من  xباختيار  lقريباً من 

0x. 
 

 مثال: 

ليكن 
2 2

( )
0 2

x if x
f x

if x

 
 


)تقترب قيمة ىذا التابع  2من  xعندىا عندما تقترب   )f x  أو 4من 

2
lim ( ) 4
x

f x


 . ّنلاحظ أن 
2

lim ( ) 4 (2) 0
x

f x f


   أي أنّ ليس من الضرورة أن تكون نياية التابع  

0

lim ( )
x x

f x l


 تساوي قيمة التابع عند 
0x. 

 عندما تكون النياية موجودة فيي وحيدة.
 النياية من اليمين والنياية من اليسار

)يكون من المفيد أحياناً دراسة نياية تابع  )f x  عندما تسعىx  إلى
0x  بقيم أكبر من

0x  من اليمين( نقول(
تسعى إلى  xإنّ 

0x  (
0x x  أو بقيم أصغر من )

0x  ّمن اليسار( نقول إن(x  تسعى إلى
0x   

(
0x x  إذا كانت )

0 0

1 2lim ( ) , lim ( )
x x x x

f x l f x l
  

   

تدعى  .1
1l  نياية من اليمين لمتابع( )f x  عندما تنتييx  إلى

0x  من اليمين
0x . 

تدعى  .2
2l  نياية من اليسار لمتابع( )f x  عندما تنتييx  إلى

0x  من اليسار
0x . 
أي إنّ تعريف النياية من اليمين أو من اليسار ىو نفسو تعريف النياية ولكن بتحديد قيم 

0x x  )من اليمين(
أو 

0x x .)من اليسار( 
لدينا 

0

lim ( )
x x

f x l


 إذا وفقط إذا كان 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x l
  

  

 
 النياياتنظريات 

 إذا كان لدينا
0

lim ( )
x x

f x A


 و
0

lim ( )
x x

g x B


 يكون لدينا: 

1.  
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

     
2.  

0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

     

3.      
0 0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x x x x x x

f x g x f x g x A B
  

     

4. 0

0

0

lim ( )
( )

lim 0
( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x
f x A

if B
g x g x B







 
    

 
 

 تبقى نفس النتائج صحيحة لمنيايات من اليمين ومن اليسار.
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 اللانياية:
)قد يتزايد أو يتناقص التابع  )f x  بدون حدود. نكتب في ىذه الحالة

0

lim ( )
x x

f x


   أو
0

lim ( )
x x

f x


 

تكون في ىذه الحالة النياية غير موجودة في مجموعة الأعداد الحقيقية. بشكل أدق نقول إنّ 
0

lim ( )
x x

f x


  
)( بحيث M)يعتمد عمى  يمكن أن نجد عدد موجب  Mإذا كان لكل عدد موجب  )f x M  عندما

00 x x   . 
ونقول إنّ 

0

lim ( )
x x

f x


   إذا كان من أجل أي عدد موجبM  نستطيع أن نجد عدد موجب  بحيث
( )f x M   00عندما x x   . 

عندما  نجد بشكل مشابو 
0x x   أو

0x x . 
بدون حدود نقول  xأو تتناقص قيم  xنحتاج في الكثير من الأحيان إلى دراسة تصرّف التابع عندما تزداد قيم 

limعندىا إنّ  ( )
x

f x l


 أو( )f x l  عندماx   إذا كان من أجل أي عدد  يمكن أن نجد
)( بحيث )يعتمد عمى  Nعدد موجب  )f x l    كمما كانx N نجد تعريف .lim ( )

x
f x l




 بشكل مشابو.
 

 نيايات خاصة
1. 

0 0

1 cos sin
lim 0;lim 1
x x

x x

x x 

   
    

   
 

2.  
1/

0

1
lim 1 ; lim 1

x
x

xx
x e e

x 

 
    

 
 

3. 
0 1

1 1
lim 1; lim 1

ln

x

x x

e x

x x 

   
    

  
 

 
 استمرار التوابع9. 

 تعريف الاستمرار
)ليكن  )f x  0تابع معرّف بجوارx  0وعندx  0عندىا يكون التابع مستمر عندx  إذا كانت

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x


ع . ىذا يعني أنّ ىناك ثلاثة شروط يجب أن تتحقق من أجل أن يكون التاب( )f x 

 وىي كما يمي: 0xمستمراً عند 
1. 0( )f x  موجود أو( )f x  0معرّف عندx. 
النياية موجودة  .2

0

lim ( )
x x

f x l


. 
3. 0( )l f x. 
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 مثال:

إذا كان لدينا التابع 
2 2

( )
0 2

x if x
f x

if x

 
 


نجد أنّ  

2
lim ( ) 4
x

f x


  (2)ولكن 0f   والتابع غير مستمر )أو

2xيوجد انقطاع( عند  . 
 

 مثال:
,2ليكن لدينا التابع  ( )x f x x    عندىا

2
lim ( ) (2) 4
x

f x f


   والتابع( )f x  2مستمر عند. 
 

 ملاحظات:
)عندما يكون التابع  .1 )f x  غير مستمر نقول أنّ ىناك انقطاع أو انقطاعات في التابع( )f x  عند

 فييا التابع مستمراً. النقاط التي لايكون
عند رسم بيان تابع مستمر لانحتاج لرفع القمم عن الورقة بينما عندما يكون ىناك انقطاع نحتاج لرفع  .2

 القمم عن الورقة بسبب وجود ثغرات.
 

 تعريف الاستمرار من اليمين ومن اليسار1.9. 
)إذا كان لدينا التابع  )f x  معرّف من أجل قيم

0x x  نقول في ىذه الحالة إنّ التابع( )f x  مستمر من
اليمين عند 

0x x  إذا تحقق
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


  وبشكل مشابو إذا كان لدينا التابع .( )f x  معرّف من

أجل قيم 
0x x  نقول في ىذه الحالة إنّ التابع( )f x  مستمر من اليسار عند

0x x  إذا تحقق

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


. 

 
 تعريف استمرار التابع عمى مجال

)نقول إنّ التابع مستمر عمى مجال إذا كان مستمراً عمى كل نقاط المجال. ليكن لدينا التابع  )f x  المعرّف عمى
]كل نقاط المجال المغمق  , ]a b  يكون ىذا التابع مستمراً عمى المجال[ , ]a b :إذا وفقط إذا كان 

0
0 0] , [; lim ( ) ( ), lim ( ) ( ) lim ( ) ( )

x x x a x b
x a b f x f x f x f a f x f b

   
      

 نظريات الاستمرار
 1نظرية 

)إذا كان التابعان  ), ( )f x g x  0مستمرين عندx  0عندىا تكون التوابع التالية مستمرة عندx :
( )

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) 0
( )

f x
f x g x f x g x f x g x if g x

g x
    نحصل عمى نفس النتيجة عند تحقق .

 الاستمرار عمى مجال.
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  2نظرية 
 التوابع التالية مستمرة عمى كل المجالات المنتيية:

 كل كثيرات الحدود 
 sin ,cosx x 
 , 0xa a  

 
  3نظرية 

)ليكن لدينا التابع  )y f x  مستمراً عند النقطة
0x  التي تنتمي إلى مجموعة تعريف التابع( )f x ولنفترض .

)أنو لدينا التابع  )z g y  المستمر عند
0y  حيث

0 0( )y f x  مجموعة تعريف التابع(( )g y  ىي مجموعة
)المستقر لمتابع  )f x عندىا ندعو التابع .) ( )g f x الممثل بـ ( )z g f x  تابعاً مركباً ويكون ىذا التابع
مستمراً عند 

0x .أي أنّ تركيب تابعين مستمرين ىو تابع مستمر 
 
 

  4 نظرية
)إذا كان  )f x .مستمراً عمى مجال مغمق فيو محدود في ىذا المجال 

 
  5نظرية 

)إذا كان  )f x  مستمراً عند
0x  وكان لدينا

0( ) 0f x   أو(
0( ) 0f x  فيوجد عندئذ مجال حول )

0x  يكون
فيو 

0( ) 0f x   أو(
0( ) 0f x .) 

 
  6نظرية 

)إذا كان التابع  )f x  مستمر في مجال ومتزايداً تماماً أو متناقصاً تماماً في ىذا المجال يكون التابع العكسي
1( )f x .مّا متزايداً تماماً أو متناقصاً تماماً عمى نفس المجال  مستمراً وا 

 
  7نظرية 

)إذا كان التابع  )f x  مستمراً في المجال[ , ]a b  ذا كان )وا  )f a A و( )f b B ذ يوجد مقابل أي عدد عندئ
C  بينA وB  عدد[ , ]c a b  بحيث( )f c C.تدعى ىذه النظرية أحياناً بنظرية القيمة المتوسطة . 
 

  8نظرية 
)إذا كان  )f x  مستمراً في المجال[ , ]a b  ذا كان )وا  )f a و( )f b  بإشارتين متعاكستين عندئذ يوجد عمى الأقل

[عدد  , [c a b  بحيث( ) 0f c  7. ىذه النظرية متعمقة بالنظرية. 
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 9نظرية 
)إذا كان التابع  )f x  مستمراً عمى مجال مغمق[ , ]a b  عندىا يكون لمتابع( )f x  قيمة عظمىM  

( max ( ), [ , ]M f x x a b  عند قيمة عمى الأقل )[ , ]x a b  ويكون لمتابع( )f x  قيمة صغرىm  
( min ( ), [ , ]m f x x a b  عند قيمة عمى الأقل )[ , ]x a b يأخذ كذلك التابع .( )f x  كل القيم بين

m وM  من أجل قيمةx .أو أكثر 
 

 10نظرية 
)إذا كان التابع  )f x  مستمراً عمى المجال المغمق[ , ]a b  وكان inf ( ), [ , ]m f x x a b   و

sup( ( ), [ , ])M f x x a b   يوجد عندئذ قيمة واحدة عمى الأقل[ , ]x a b  بحيث( )f x M  أو
( )f x m 10. ىذه النظرية متعمقة بالنظرية. 

 
 الاستمرارية قطعيّاً )قطعة بقطعة(2.9. 

]يدعى التابع مستمر قطعيّاً في مجال  , ]x a b  إذا كان يمكن تقسيم المجال إلى عدد منتو من المجالات يكون
 في كل منيا التابع مستمراص ولو نياية يمنى ونياية يسرى. يكون ليذا التابع عدد منتو من الانقطاعات.

 

 التابع المستمر عمى قطع 9الشكل رقم 
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 مذاكرة التوابع النهايات والاستمرار
 المدة: ساعة ونصف  51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 

 لكل سؤال خمس علامات  
 اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة التالية:

 
)2منطقة تعريف التابع  .1 ) 4f x x  ىي 

a)  
b)  \ 2, 2  
c) ] , 2] [2, [    
d) [2, [ 

 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
 
1منطقة تعريف التابع  .2

( )f x
x

 ىي 

a)  
b)  \ 0 
c) ]0, [ 
d)  

 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
 
)منطقة تعريف التابع  .3 ) log( 5)f x x  ىي 

a)  \ 5 
b)  \ 5,5 
c)  5, 
d) ]5, [ 

 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
 
)منطقة تعريف التابع  .4 ) sinf x x ىي 

a)  
b)  \ / 2 
c)  \ 0 
d)  \  
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 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
)التابع  .5 ) sinf x x ىو تابع 

a) فردي 
b) زوجي 

 الدوري. فقرة تعريف التابع الفردي والزوجي وفقرة تعريف التابع راجع مساعدة:
 
التابع  .6  cosf x x  ىو تابع 

a) فردي 
b) زوجي 

 فقرة تعريف التابع الفردي والزوجي وفقرة تعريف التابع الدوري. راجع مساعدة:
 
)التابع  .7 )f x x ىو تابع 

a) دوري 
b) زوجي 
c) فردي 

 التابع الدوري.فقرة تعريف التابع الفردي والزوجي وفقرة تعريف  راجع مساعدة:
 
نعرّف التابع  .8  ( ) 2 8 ,2 8f x x x x     ماىي منطقة تعريفو؟ 

a) 2 8x  
b) \ {5} 
c) \ {8} 
d) جواب آخر 

 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
 
نعرّف التابع  .9  ( ) 2 8 ,2 8f x x x x      ماىي قيمة( 1)f ؟ 

a)  غير معرّفة 
b) 27 
c) 27 
d) جواب آخر 

 .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
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لدينا التابع  .11
2 , 2

( )
0, 2

x x
f x

x

 
 


ماىي قيمة نياية التابع  

2
lim ( )
x

f x


 ؟

a) 4 
b) 0 
c) غير موجودة 
d) جواب آخر 

 .التوابع نيايات فقرة راجع مساعدة:
 

لدينا التابع  .11 
3

, 3
3

0, 3

x
x

f x x

x

 


  
 

ماىي قيمة النياية  
3

lim ( )
x

f x


 ؟

a) 0 
b) 1 
c) 1 
d)  موجودةغير 

 .التوابع نيايات فقرة راجع مساعدة:
 

ماىي قيمة النياية  .12
0

4 2
lim
x

x

x

  ؟ مساعدة: ضرب وقسمة التابع بالحد 4 2x  

a) 
1

4
 

b)  
c) 

1

6
 

d) 
1

8
 

 .التوابع نيايات فقرة راجع مساعدة:
 

التابع  .13
4 3 22 6 3

( )
1

x x x
f x

x

  



 مستمر عمى المنطقة؟ 

a)  \ 1 
b)  
c) * 
d) جواب آخر 

 .التوابع استمرار فقرة راجع مساعدة:
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ماىي المنطقة التي يكون عندىا التابع  .14 
2

1

1
f x

x



 مستمراً عندىا؟ 

a)  
b)  \ 1 
c)  \ 1, 1  
d) جواب آخر 

 .التوابع استمرار فقرة راجع مساعدة:
 

ماىي المنطقة التي يكون عندىا التابع  .15 
1 cos

3 sin

x
f x

x





 مستمراً عندىا؟ 

a)  
b)  \ 0 
c)  \  
d) جواب آخر 

 .التوابع استمرار فقرة راجع مساعدة:
 

ماىي المنطقة التي يكون عندىا التابع  .16 
1

10
f x

x



 مستمراً عندىا؟ 

a) ] 10, [  
b) [ 10, [  
c) [ 10,10] 
d) ] , 10[  

 .التوابع استمرار فقرة راجع مساعدة:
 

ماىي المنطقة التي يكون عندىا التابع  .17 
, 0

2, 0

x x
x

f x x

x

 


 
 

 مستمراً عندىا؟ 

a)  
b)  \ 0 
c) 

 
d)  آخرجواب 

 .التوابع استمرار فقرة راجع مساعدة:
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ليكن لدينا التابع  .18 
3 1

, 2
2

x
f x x

x


 


ماىي قيمة  

2

1

2
f
  

  
  

 ؟

a) 
1

5
 

b) 
1

25
 

c) 
1

5
 

d) 
1

5
 

 .التوابع تعريف فقرة راجع مساعدة:
 

ليكن لدينا التابع  .19 
3 1

, 2
2

x
f x x

x


 


ماىي قيمة   ( ) 2 3f x x ؟ 

a) 
6 8

2 5

x

x




 

b) 
6 9

2 3

x

x




 

c) 
6 8

2 5

x

x




 

d) 
6 8

2 6

x

x




 

  .تعريف التوابع فقرة راجع مساعدة:
 

ماىي النياية  .21
2

2

4
lim

2x

x

x




 ؟

a) 4 
b) 0 
c)  
d) غير موجودة 

  .التوابع نيايات فقرة راجع مساعدة:
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 الإجابات الصحيحة
 

 الإجابة الصحيحة السؤال
 الخيار الثالث 1
 الثالثالخيار  2
 الخيار الرابع 3
 ولالخيار الأ 4
 الخيار الأول 5
 الخيار الثاني 6
 ثالثالخيار ال 7
 الخيار الأول 8
 الخيار الأول 9
 الأولالخيار  10
 الخيار الرابع 11
 الخيار الأول 12
 الخيار الأول 13
 الخيار الثالث 14
 الخيار الأول 15
 الأولالخيار  16
 الأولالخيار  17
 الخيار الأول 18
 الخيار الأول 19
 الخيار الأول 20
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 متتاليات الحقيقية: الالثالثالفصل 

Real Sequences 
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 الكممات المفتاحية: 
متتالية، تباعد متتالية، المتتالية  المتتالية الحقيقية، المتتالية الحسابية، المتتالية اليندسية، نياية متتالية، تقارب

 المطّردة، المتتالية المتناقصة، المتتالية المتزايدة، المتتالية المحدودة، خاصية كوشي لممتتاليات.
 

 :الممخص
يقدّم ىذا الفصل المتتاليات العددية التي تعرّف كتوابع من مجموعة الأعداد الطبيعية إلى مجموعة الأعداد 

يف المتتاليات الحقيقية والحسابية واليندسية. يعرض مفيوم نياية متتالية التي تكون متقاربة إذا الحقيقية. سيتم تعر 
لا تكون متباعدة. تقدّم نظريات خصائص المتتاليات التي تساعد لحساب نيايات  انتيت إلى عدد حقيقي وا 

أن المتتالية المطّردة تتقارب إذا كانت المتتاليات. تعرّف المتتاليات المتزايدة والمتناقصة والمطّردة وتبين نظرية 
 محدودة

 
 الأهداف التعميمية:

 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى:
 تعريف المتتالية الحقيقية 
 المتتالية الحسابية 
  المتتالية اليندسية 
 نياية متتالية 
 نظرية المتتاليات 
 المتتاليات المحدودة والمطردة 
 دنيا لمتتاليةنياية الحدود العميا ونياية الحدود ال 
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 مقدمة
 ستقدم النقاط التالية في ىذا الفصل:

 تعريف المتتالية الحقيقية 
 المتتالية الحسابية 
  المتتالية اليندسية 
 نياية متتالية 
 نظرية المتتاليات 
 المتتاليات المحدودة والمطردة 
  نياية الحدود العميا ونياية الحدود الدنيا لمتتالية 

 
 يقيةتعريف المتتالية الحق1. 

. ( ومستقره حقل الأعداد الحقيقية )أو نسمّي متتالية حقيقية كل تابع منطمقو مجموعة الأعداد الطبيعية 
نرمز عادة إلى متتالية بالرمز  n n

u


 وفق ىذا التطبيق( الحد العام لممتتالية. n)أي صورة العدد nuونسمي  
 

 تعريف المتتالية الجزئية
 لتكن n n

u


متتالية حقيقية. نسمي متتالية جزئية من   n n
u


كل متتالية   n n

v


يساوي  nvىا العام حدّ  
( )nu  حيث  إلى  تطبيق متزايد تماماً من. 
 

 ملاحظة: 
لايجوز الخمط بين متتالية  n n

u


ا ومجموعة قيمي  :nu n  فمثلًا لممتتاليتين . n n
u


و  n n

v


 
حيث  1

n

nu   و 
( 1)/2

1
n n

nv


   مجموعة القيم نفسيا 1, 1   ّ2ولكنيما مختمفتان لأن 2u v .
سنستخدم الأقواس العادية ) ( للإشارة لممتتالية والأقواس المعترضة   .للإشارة لمجموعة القيم 

 
 مثال:

,17,,2,7,12مجموعة الأعداد  تشكل متتالية حقيقية حدىا العام يعطى بالعلاقة  ,32,
2 5( 1) 5 3nu n n     
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 مثال: 
متتالية الأعداد الطبيعية المفردة وحدىا العام ىو  ,1,3,5,7,9,1داد تشكل الأع .5

2 1,nu n n   . 

,1,3تشكل الأعداد  .6 5, 7,9,11, 13, 15,     متتالية حدّىا العام ىو

 
( 1)

21 (2 1),
n n

nu n n
 

 
    . 

1تشكل الأعداد  .7 1 1 1
1, , , , ,

2 3 4 5

       
        
       

م ىو متتالية حدّىا العا  
1

1
,

n

nu n
n




 . 

المتتالية  .8
2

1
ns

n
  1أي ىي المتتالية التي تشكميا الأعداد 1 1 1

1, , , , ,
4 9 16 25

 
 
 

. أي ىي التابع من 

نجد  nومقابل كل عدد طبيعي  مجموعة الأعداد الطبيعية 
2

1

n
. 

المتتالية  .9 1 , ( 0)
n

na n n    0. نلاحظ أنّ الحد الأول ليذه المتتالية ىو 1a   والمتتالية ىي
 1, 1,1, 1,1, 1,1,   ىذه المتتالية ىي التابع الذي منطمقو مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة .

 0,1,2,3,4,5,  ومستقرّه المجموعة 1,1. 

cosالمتتالية  .11 ,
3

n
n

 
 

 
. الحد الأول من ىذه المتتالية ىو  

1
cos cos 60

3 2

 
  

 
 

1والمتتالية  1 1 1 1 1 1 1 1 1
, , 1, , ,1, , , 1, , ,1, , , 1,

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

 
        

 
. 

n,المتتالية  .11
na n n   أي ىي 43 51, 2, 3, 4, وعند تقريب ىذه الأعداد إلى  ,5
أربعة أرقام بعد الفاصمة نجد   1,1.4142,1.4422,1.4142,1.3797,1.3480,1.3205,1.2968, 

100ونجد أن الحد  1.0471a   1000والحد 1.0069a . 

1المتتالية  .12
1 ,

n

nb n
n

 
   
 

أي ىي  
2 3 4

3 4 5
2, , , ,

2 3 4

      
             

أو بالتقريب لأربع  

د الفاصمة نجد أرقام بع 2,2.25,2.3704,2.4414,2.4883,2.5216,2.5465,2.5658,  ّونجد أن
100 10002.7048, 2.7169b b . 
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 تمرين:
,1أوجد الحد العام لممتتالية التي تشكّل الأعداد  3,5,7, 9, 11,13,15,    ؟ 

 الجواب: 
الحد العام ىو  

( 1)

1 (2 1),
n n

n
nu n n

 
 

    . 
 

 تمرين: 
3ل الأعداد أوجد الحد العام لممتتالية التي تشكّ  1 3 1 3 1 3

, , , , , , ,
1 2 3 4 5 6 7

             
             
             
 ؟ 

 الجواب: 

الحد العام ىو 
  1

2 1
,

n

nu n
n


 

 . 

 
 تمرين: 

1أوجد الحد العام لممتتالية التي تشكّل الأعداد  3 1 3 1 3
, , , , , ,

2 3 4 5 6 7

           
           
           
 ؟ 

 الجواب:

الحد العام ىو 
  1

2 1
, 2

n

nu n
n


 

 . 

 
 المتتالية الحسابية1.1. 

n, تتالية حسابية التي حدّىا العام من الشكلتسمى الم nu u r n    حيث r  ثابت ويمكن كتابتيا بالشكل
0 ,nu u nr n   . 

 
 مثال: 

0متتالية حسابية حدّىا الأول  ,2,5,8,11 المتتالية 2u  3يا العدد واساس. 
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 المتتالية الهندسية2.1. 
 تسمى المتتالية ىندسية التي حدّىا العام من الشكل

1 ,n nu u q n 

    حيث q  ثابت ويمكن كتابتيا
بالشكل  0 ,

n

nu u q n   . 
 

 مثال: 
1تشكّل الأعداد  1 1

2, 1, , , ,
2 4 8

   0متتالية ىندسية حدّىا الأول 2u   1واساسيا العدد

2
q   

 
 نهاية متتالية2. 

يمكن القول بأنّ نياية متتالية  n n
u


بأنّو العدد الحقيقي الذي تكون القيم  

nu نو من أجل قيم قريبة مn 
كبيرة. فنجد أنّ 

2

1
nu

n

 
 

 
nوالمتتالية  0تصبح قريبة من   

nu n  من اجل قيم  1تصبح قريبة منn 

الوضع يختمف بالنسبة لممتتالية كبيرة. بينما  1
n

  من اجل قيم  1فنجد أن النياية ىيn  أعداد زوجية ونجد
 بأنّ ىذه المتتالية ليس ليا نياية.أعداد فردية لذلك سنرى  nمن اجل  1أنّ النياية ىي 

 
 تعريف: 

نقول بأنّ المتتالية الحقيقية  nu  تتقارب من العدد الحقيقيl  :بحيث 
 0, , nN n N u l        

إذا كانت  nu  تتقارب منl  نكتبlim n
n

u l


  أوnu l ندعو العدد الحقيقي .l  نياية المتتالية nu .
كمما  Nوتزداد قيمة  مرتبطة باختيار  Nتكون المتتالية التي لا تتقارب إلى عدد حقيقي متباعدة. تكون 

 . صغرت قيمة 
 

 مبرىنة: 
1limعندما تكون النياية موجودة لمتتالية حقيقية فيي وحيدة أي إذا كان لدينا  n

n
u l


 2وlim n

n
u l


  فيجب أن

1يكون  2l l أي أنّو لايمكن ان تتقارب متتالية . nu  إلى قيمتين مختمفتين من أجل قيمn .كبيرة 
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 مثال: 

3المتتالية  1

7 4
n

n
u

n





نجد انّو يمكن كتابتيا عمى الشكل  

1
3

4
7

n
nu

n






1كبيرة فإنّ  nوعندما تكون قيم  

n
و 

4

n
3تصبح صغيرة ويمكن اىماليا أي أنّ  

lim
7

n
n

u


 من نظريات المتتاليات التي ستعرض في الفقرة التالية .

 نجد:

 
1 1

3 lim 3 lim
3 0 3

lim lim
4 1 7 4 0 7

7 lim 7 4 lim

n n

n
n n

n n

n nu

n n

 

 

 

 
   

    
    

 

 

0بالعودة إلى تعريف النياية من أجل أي عدد  أو   يجب أن نحدد قيمn  3ليتحقق لدينا 1 3

7 4 7

n

n



 


  .

21أي أنّ  7 21 12 19

7(4 4) 7(4 4)

n n

n n
 

  
  

 
7وبما أنّ    4 0n    فيمكن ازالة القيمة المطمقة

19فنجد  nلمتراجحة من أجل وحل ا 19 19 4
7 4 4 7

7 7 49 7
n n n

  
        

19لنختار  4

49 7
N


  :فعندىا نجد أنذ من أجل 

19 4 19 19 19 3 1 3
7 4 7 4

49 7 7 7 7(7 4) 7 4 7

n
n N n n n

n n
 

  


              

 
 

3وىذا يثبت أنّ نياية المتتالية  1

7 4

n

n




3ىي  

7
. 

 
 مثال:

متتالية ال .1
2

1
nu

n
  0منتيية ونيايتيا. 

)نياية المتتالية  .2 1)n .غير موجودة 
cosنياية المتتالية  .3

3

n 
 
 

 غير موجودة. 

 .1ىي  nn/1نياية المتتالية  .4

1نياية المتتالية  .5
1

n

n

 
 

 
2.7182818eىو العدد النيبري   . 

نياية المتتالية  .6 1/ 1ne n  1ىو العدد. 
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 مثال: 
لتكن لدينا المتتالية  1 / ( 1)

n

na n n    1اية. لأن قيميا تتأرجح بين ىذه المتتالية ليس ليا ني1و 
nعندما  . 

 

 نظريات المتتاليات1.2. 
لتكن لدينا المتتاليتين الحقيقيتين  na و nb  حيثlim , limn n

n n
a A b B

 
  :فإننا نجد 

1. lim( ) lim( ) lim( )n n n n
n n n

a b a b A B
  

     
2. lim( ) lim( ) lim( )n n n n

n n n
a b a b A B

  
     

3. lim( ) lim( ) lim( )n n n n
n n n

a b a b A B
  

     

4. 
lim( )

lim , 0
lim( )

n
nn

n
n n

n

aa A
B

b b B







 
   

 
 

  0إذا كانتB  0وA   فالنيايةlim n

n
n

a

b

 
 
 

 غير موجودة. 

  0إذا كانتB  0وA   فالنيايةlim n

n
n

a

b

 
 
 

 قد تكون موجودة وقد تكون غير موجودة. 

5.    , lim lim
p

p p

n n
n n

p a a A
 

     عندما تكونpA .موجودة 

6.  
 lim

, lim
n

nn
a

a A

n
p p p p


     عندما تكونAp .موجودة 
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  اللانياية
limتكون  .1 n

n
a


   إذا كان من أجل أي عدد موجبM  يمكن أن نجد عدد موجبN يتعمق بـ(

M حيث ), nn N a M  . 
limنكتب  بشكل مشابو .2 n

n
a


   إذا كان من أجل أي عددM  يمكن أن نجد عدد موجبN 

,( حيث M)يتعمق بـ nn N a M   . 
نذكر بأنّ  .3 ,   لذلك نقول في الحالتين السابقتين أن المتتالية غير متقاربة ليسا عددين حقيقيين و

 أو أن المتتالية متباعدة والنياية غير موجودة في مجموعة الأعداد الحقيقية.
 

 مثال: 

ماىي نياية المتتالية 
23 4

lim
2 1n

n n

n




 ؟

 يمكن كتابة المتتالية بالشكل التالي:
2 23 4 3 3

2 1 2 2 n

n n n n

n n 


   


 

ي نجد وبالتال
23 4

lim
2 1n

n n

n


 


. 

 
 مثال:

 ونقول عن ىذه المتتالية أنيا متباعدة. ىو اللانياية  2nنياية المتتالية  .1
22نياية المتتالية  .2 /n n  ىو اللانياية المتتالية أنيا متباعدة. ونقول عن ىذه 
 

 المتتاليات المحدودة والمطّردة3. 
نقول عن المتتالية الحقيقية  .1 nu  أنيا محدودة من الأعمى إذا وجد عنصرM   راجح عمى

,مجموعة قيميا  nn u M    حيثM دد ثابت لايتعمق بـعn ويدعىM  حد أعمى لممتتالية
 nu. 

نقول عن المتتالية الحقيقية  .2 nu  أنيا محدودة من الأدنى إذا وجد عنصرm   قاصر عن مجموعة
,ميا قي nn u m    حيثm عدد ثابت لايتعمق بـn ويدعىm  حد أدنى لممتتالية nu. 

نقول عن المتتالية الحقيقية  .3 nu  أنيا محدودة إذا كانت محدودة من الأعمى ومن الأدنى
, , : nn m M m u M    .ًتكون كل متتالية متقاربة محدودة ولكن العكس ليس صحيحا . 

نقول عن المتتالية الحقيقية  .4 nu  1أنيا متزايدة إذا كان, n nn u u   ذا وتكون متزايدة تماماً إ
,1كان  n nn u u  . 
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نقول عن المتتالية الحقيقية  .5 nu  1أنيا متناقصة إذا كان, n nn u u    وتكون متناقصة تماماً إذا
,1كان  n nn u u   أو نقول عن المتتالية الحقيقية . nu  متناقصة )أو متناقصة تماماً( إذا أنيا

كانت المتتالية  nu .)ًمتزايدة )أو متزايدة تماما 
 أنيا مطردة إذا كانت متزايدة أو متناقصة. nuنقول عن المتتالية  .6

 
 مثال:

المتتالية  .1 1,1.1,1.11,1.111,1.1111, .ًمحدودة ومتزايدة تماما 
المتتالية  .2 1, 1,1, 1,1, 1,   .محدودة ولكن ليست مطردة 
المتتالية  .3 1, 1.5, 2, 2.5, 3,     .متناقصة ومحدودة من الأعمى فقط وليست محدودة 
1المتتالية  .4

nu
n

 .ًمتناقصة تماما 

 
 نظرية: 
لتكن  n n

u


يدة أو متناقصة(. تكون متتالية مطّردة )متزا  n n
u


متقاربة إذا وفقط إذا كانت محدودة. وفي  

ىذه الحالة تكون نيايتيا  sup :nu n  إذا كانت متزايدة ونيايتيا inf :nu n  .إذا كانت متناقصة
limالأعمى  فإنّ أمّا إذا كانت المتتالية متزايدة وغير محدودة من  n

n
u


   ذا كانت متناقصة وغير محدودة وا 

limمن الأدنى فإنّ  n
n

u


 . 
 

 نتيجة: 
 .نياية في  لكل متتالية مطّردة من 
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 تمرين: 
1 ىل المتتالية التي حدىا العام ىو 1

  
1 2

nu
n n

  


 متقاربة؟ 

 الجواب: 
 يمكن برىان أن ىذه المتتالية متقاربة إذا استطعنا اثبات أنيا محدودة وأنيا مضطردة.

لنأخذ الحد 
1

1 1 1

2 2 1 2 2
nu

n n n
    

  
 ومنو نجد: 

1

1 1 1 1 1
0

2 1 2 2 1 2 1 2 2
n nu u

n n n n n
       

    
 

محدودة من الأعمى: أي أنّ المتتالية متزايدة تماماً ولدينا أيضاً أن ىذه المتتالية 
1 1 1

1
1 2 1

nu n
n n n

     
 

 

وىي محدودة من الاسفل: 
1 1

0
1 2

nu
n n

   
 

 فيي متقاربة.
 

 تمرين: 

1ىل المتتالية التالية متقاربة:  ( 1)
;

n

n

n n
u n

n

     
 ؟ 

 الجواب: 
 أي ان النياية غير موجودة. 2زوجية النياية  nومن أجل   0فردية النياية  nنلاحظ أنّو من أجل 

 
 نهاية الحدود العميا ونهاية الحدود الدنيا لمتتالية4. 

 تعريف: 
لتكن  n n

u


ين متتالية حقيقية ولنعرّف إنطلاقاً منيا المتتاليت    ,n nn n
a b

 
عمى النحو  من عناصر  

 التالي:

  

 

sup :

inf :

n k

n k

a u k n

b u k n

  

  
 

نلاحظ أنّ المتتالية  n n
a


متناقصة وأنّ المتتالية   n n

b


,متزايدة. يوجد عنصران    :بحيث 
 lim , limn n

n n
a b 

 
   

نياية الحدود الدنيا لممتتالية  نسمي  n n
u


liminfونرمز ليا بالرمز  n

n
u


 .limأو   

الية نياية الحدود العميا لممتت نسمي  n n
u


limsupونرمز ليا بالرمز   n

n

u


 . limأو 
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 مثال: 
لتكن  n n

u


المتتالية التي حدىا العام   1
n

nu    ّنلاحظ أن 
limsup 1,liminf 1n n

nn

u u


   

عمماً أنّ المتتالية  n n
u


 متباعدة. 

 
 ملاحظة: 

تكون نياية الحدود الدنيا ونياية الحدود العميا لأي متتالية حقيقية موجودتين في مجموعة الأعداد الحقيقية 
 وذلك بغض النظر عن تقارب تمك المتتالية أو تباعدىا. الموسّعة

 
 مبرىنة: 
لتكن  n n

u


liminfمتتالية حقيقية ولتكن    n
n

u 


 نياية الحدود الدنيا وlimsup n
n

u


   نياية الحدود

 العميا فيكون لدينا:
إذا كانت  .1 ( )n n

u 
متتالية جزئية من   n n

u


فإنّ  aنحو وتسعى ىذه المتتالية الجزئية  
a  . 

توجد متتالية جزئية  .2 ( )n n
u 

من   n n
u


)بحيث تكون نيايتيا   )lim n

n
u 


. 

توجد متتالية جزئية  .3 ( )n n
u 

من   n n
u


)بحيث تكون نيايتيا   )lim n

n
u


 . 

 
 ملاحظة: 
إذا كانت  n n

u


limمتتالية حقيقية يكون لدينا عندئذ   inf limsup( )n n
n n

u u
 

    و

lim sup lim inf( )n n
n n

u u
 

  . 

 
 نتيجة: 
لتكن  n n

u


limمتتالية حقيقية عندئذ   inf lim supn n
n n

u u
 

  وتتحقق المساواة إذا وفقط إذا تقاربت

 n n
u


limويكون لدينا في ىذه الحالة  إلى عنصر من   inf limsup limn n n

n n n
u u u

  
 . 
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 :  Bolzano Weir Straussمبرىنة 
لتكن  n n

u


:محدودة. يوجد تطبيق متزايد تماماً متتالية حقيقية     بحيث تكون المتتالية الجزئية
 ( )n n
u 

 متقاربة. 
 

 ملاحظة: 
لتكن  n n

x


1متتالية حقيقية ولنعرّف   2 n

n

x x x

n


  
  أياً كانتn ا سعت المتتالية فإذ

 n n
x


limفإنّ  aإلى   n

n
a


 ولكن العكس ليس صحيحاً كما تبين المتتالية التي حدىا العام .

( 1)n. 
 

 المجالات المتداخمة
]لنأخذ مجموعة من المجالات  , ], 1,2,3,n na b n  بحيث كل مجال محتوى في المجال السابق و

 lim 0n na b  تدعى ىذه المجالات بالمجالات المتداخمة. عندئذ يوجد عدد حقيقي واحد ينتمي إلى جميع .
 ىذه المجالات.

 
 خاصية تقارب كوشي

إنّ المتتالية  n n
u


0عدد  متقاربة إذا وفقط إذا من أجل أي    يمكن أن نجد عددN  بحيث

q pu u    لكل,p q N.تفيد ىذه الخاصية بأننا لانحتاج لمعرفة النياية لبرىان التقارب . 
ويمكن أخذ  تكون أصغر من  Nن أي أنّ المسافة بين أي حدين من المتتالية ترتيبيما أكبر م

,p n q n q    0فيصبح الشرط, , , , n q nN n N q u u         . 
 

 مثال:
1ىل المتتالية التي حدّىا العام  1 1 1 1

2 4 8 16 2
n n

u      متقاربة؟ 

 الجواب: 
لدينا 

1 2 1

1 1 1 1

2 2 2 2
n q n n n n q n

u u q    
       لنأخذN :الذي يحقق العلاقة 

1

1

log log log2
2

2 log2

N

N

q q q
N










 
      

logأي أنّ لدينا:  log log 2
0, , , ,

log 2
n q n

q
N n N q u u


 

 
         

 والمتتالية متقاربة حسب تقارب كوشي.
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 مذاكرة المتتاليات الحقيقية
 المدة: ساعة ونصف  51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 

 مس علامات  لكل سؤال خ
 اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة التالية:

 

1ماىي نياية المتتالية التالية  .4
lim

2

n

n

 
 
 

 ؟ 

a) 0 
b) 

1

2
 

c) غير موجودة 
d) 1 

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
 

2التالية ماىي نياية المتتالية  .5
lim

3

n

n

 
 
 

 ؟ 

a) 0 
b) 

2

3
 

c) غير موجودة 
d) 1 

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
 
1ماىي نياية المتتالية التالية  .6

lim
1 2n

n

n

 
 
 

 ؟ 

a) 
1

2
 

b) 0 
c) غير موجودة 
d) 1 

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
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ماىي نياية المتتالية التالية  .7 1 1
lim

2

n

n

  
 
 
 

 ؟ 

a) 
1

2
 

b) 0 
c)  غير موجودة 
d) 1 

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
 
ماىي نياية المتتالية التالية  .8

2

2
lim

3n

n

n

 
 

 
 ؟ 

a) 

2

3  
b) 0 
c)  غير موجودة 
d) 1 

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
 

ماىي نياية المتتالية التالية  .9
5

5

6
lim

3 1n

n n

n

 
 

 
 ؟ 

a) 6  
b) 2 
c) 0 
d)  

 .فقرة نياية متتالية راجع مساعدة:
 

sinماىي نياية المتتالية التالية  .11 2
lim
n

n

n
 ؟ 

a) 
1

2
  

b) 0 
c) 2 
d) 1 

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
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lnماىي نياية المتتالية التالية  .11 2
lim

lnn

n

n
 ؟ 

a) 2 
b) 1 
c) 0 
d)  

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

ماىي نياية المتتالية التالية  .12
3

lim 7n

n
 ؟ 

a) 0  
b) 1 
c) 7 
d)  

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

3limماىي نياية المتتالية التالية  .13 5n

n
n


 ؟ 

a) 5 
b) 1 
c) 0 
d)  

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

limماىي نياية المتتالية التالية  .14
1 2

n

nn

e

e 
 ؟ 

a) 
1

3
 

b) 
1

2
 

c) 0 
d) 1 

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
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ماىي نياية المتتالية التالية  .15
 

2

2
lim

1 2

n

n n

e

e



 ؟ 

a) 
1

2
 

b) 
1

4
 

c) 0 
d) 1 

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

limماىي نياية المتتالية التالية  .16 sin
2n

n
n




 ؟ 

a) 4



  

b) 

1

2  
c) 0 

d) 2



 
 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:

 

1ماىي نياية المتتالية التالية  .17
lim

1

n

nn

e

e

 
 

 
 ؟ 

a) 1  
b) 2  
c) 0          
d) 

1

2
  

 فقرة نظرية المتتاليات. راجع .الية ومنو يتم الحصول عمى النيايةأخذ لوغاريتم المتت مساعدة:
 

2ماىي نياية المتتالية التالية  .18 1
lim
n

n

n

 ؟ 

a) 
1

2
  

b) 2  
c) 2          
d) 0  

 .رة نظريات المتتالياتفق راجع مساعدة:
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3ماىي نياية المتتالية التالية  .19
lim

2

n

n

 
 
 

 ؟ 

a)            
b) 

3

2
  

c) 1  
d) 0  

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

limالية التالية ماىي نياية المتت .21 1

n

n

x

n

 
 

 
 ؟ 

a) xe            
b) e  
c) xe   
d) 1e   

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

ماىي نياية المتتالية التالية  .21
2

1
lim 1

n

n n

 
 

 
 ؟ 

a) 1           
b) e  
c) 2e  
d) 1e   

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
 

3ماىي نياية المتتالية التالية  .22
lim

2

n

n

n

n

 
 

 
 ؟ 

a) 1  
b) e              
c) 2e  
d) 

3

2e 
 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
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limماىي نياية المتتالية التالية  .23
3

n

n

n

n

 
 

 
 ؟ 

a) e  
b) 3e          
c) 3e  
d) 1e  

 .فقرة نظريات المتتاليات راجع مساعدة:
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 الإجابات الصحيحة
 

 الإجابة الصحيحة السؤال
 الخيار الأول 1
 الخيار الأول 2
 الخيار الأول 3
 الخيار الثالث 4
 الخيار الثاني 5
 الخيار الثاني 6
 الخيار الثاني 7
 نيالخيار الثا 8
 الخيار الثاني 9
 الخيار الثاني 10
 الخيار الثاني 11
 الثانيالخيار  12
 رابعالخيار ال 13
 الخيار الثالث 14
 ثالثالخيار ال 15
 الخيار الأول 16
 الخيار الأول 17
 الخيار الأول 18
 ثانيالخيار ال 19
 ثانيالخيار ال 20
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 الكممات المفتاحية: 
المتسمسمة، نياية متسمسمة، تقارب متسمسمة، اختبارات التقارب لممتسمسلات، نشر التوابع، متسمسلات القوى، نشر 

 تايمور، نظرية تايمور، كثيرات حدود تايمور.
 

 :الممخص
يقدم ىذا الفصل المتسمسلات التي تشكّل من جمع عناصر متتالية حقيقية. يقدّم بداية كتابة الجمع وخصائص 
الجمع. وتعرّف المتسمسمة ونياية المتسمسمة وتقارب وتباعد المتسمسمة. ستقدم اختبارات لمعرفة تقارب المتسمسمة. 

جموع عناصر المتتالية بمجموع القيم المطمقة ليذه ستعرّف المتسمسمة المتقاربة بالاطلاق التي تستبدل فييا م
العناصر والمتقاربة شرطياً التي لاتحقق التقارب بالاطلاق. وتقدّم كتابة التوابع باستخدام متسمسلات ولاسيما 
متسمسلات القوى ونشر التوابع باستخدام متسلاسلات القوى. تعرض نظرية تايمور لنشر التوابع باستخدام 

 وى. وتقدّم بعض التوابع المعرّفة بمتسمسلات.متسمسلات الق
 

 الأهداف التعميمية:
 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى النقاط التالية:

 كتابة الجمع وخصائص الجمع 
 تعريف المتسمسمة 
 تقارب المتسمسمة 
  ًالمتسمسلات المتقاربة بالاطلاق والمتقاربة شرطيا 
 كتابة التوابع بشكل متسمسلات 
 تسمسلات القوىالعمميات عمى م 
 نشر التوابع بمتسمسلات القوى 
 نظرية تايمور 
 نشر بعض التوابع 
 التوابع المعرّفة بمتسمسلات 
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 مقدمة
تنتج المتسمسمة )السلاسل( من جمع حدود المتتاليية ويمكن الحصول عمى الخصائص الأساسية لممتسمسلات من 

 صل:خلال معالجة المتتاليات. ستعرض النقاط التالية في ىذا الف
 كتابة الجمع وخصائص الجمع 
 تعريف المتسمسمة 
 تقارب المتسمسمة 
  ًالمتسمسلات المتقاربة بالاطلاق والمتقاربة شرطيا 
 كتابة التوابع بشكل متسمسلات 
 العمميات عمى متسمسلات القوى 
 نشر التوابع بمتسمسلات القوى 
 نظرية تايمور 
 نشر بعض التوابع 
 التوابع المعرّفة بمتسمسلات 

 
 وخصائص الجمع بة الجمعكتا1. 

تختصر الكتابة 
n

k

k m

a


  مجموع الحدود
1m m na a a    حيث الرمز  يدل عمى عممية الجمع ويتم

,بالقيم  kاستبدال  1, ,m m n. 
 

 مثال: 
1. 

5

2 2 2 2 2
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

6 12 20 302 2 3 3 4 4 5 5k k k

       
    

 

2. 
0

1 1 1 1 1
2 1

2 4 8 16 2

n
k

k
k





       

3. 1 2n m m m

n m

a a a a


 



    
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 مثال: 
 أوجد المجاميع التالية:

1. 
5

1

3 3(1 2 3 4 5) 3 15 45
i

i


        

2.          
6

2 2 2 2 2

3

1 1 3 1 4 1 5 1 6 10 17 26 37 90
k

k


              

3. 

8

0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

! 0! 1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!

1 1 1 1 1 1 1
1 1 2.71828

2 6 24 120 720 5040 40320

i i

e



 
         

 

          


 

2.7182818284591eنجد أنّ ىذا المجموع قريب من العدد النيبري    ازدادت قيمة وكمماi  1بالمجموع

!i
 

 .eاقترب المجموع من 
 

 خصائص الجمع
 عدد ثابت فنجد: cليكن 

1. 
1

n

i

c n c


  

2. 
1 1

n n

i i

i i

c a c a
 

   

3. 

 

 

1 1 1

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

n n n

i i i i

i i i

a b a b

a b a b

  

  

  

  

  

  
 

 
 المتسمسمة2. 

 الكثير من التطبيقات جمع عدد محدود أو غير محدود من حدود متتالية يدعى ىذا المجموع متسمسمة. تتطمب
 

 تعريف المتسمسمة
ليكن لدينا المتتالية الحقيقية  

0n n
x


نعرّف متتالية مجاميعيا الجزئية   

0n n
S


تتالية الحقيقية التي بأنّيا الم 

يعطى حدّىا العام بالعلاقة 
0

n

n k

k

S x


  ونقول إنّ المتسمسمة التي حدّىا العامnx  وتكتب(
0

n

n

x




 متقاربة )

مجموعاً ليا إذا تقاربت المتتالية  Sوتقبل  
0n n

S


ونكتب عندئذ  Sوكانت نيايتيا  
0

n

n

S x




. 
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 مثال:
أوجد مجموع المتسمسمة 

  1

1

2 4n n n n



  
 

 لإيجاد المجموع يجب تحميل الكسر إلى مجموع عناصر كسرية بسيطة حيث نكتب:

      
1

2 4 2 4

A B C

n n n n n n
  

   
 

,يتم حساب الثوابت  ,A B C  2بتوحيد المقامات ومطابقة أمثال 3, ,n n n  بين طرفي العلاقة السابقة. لتسريع
 فيصبح لدينا: Aلحساب  nالحساب يمكن ضرب طرفي العلاقة بمقام الكسر البسيط الأول 

             
1

2 4 2 4 2 4 2 4

n A B C B C
n n n A n n

n n n n n n n n n n
      

       
 

0nبتعويض    1نجد

8
A . 

بشكل مشابو نضرب العلاقة بـمقام الكسر البسيط الثاني  2n   لحسابB :فنجد 

  
   

 
 

 

 
   

 

2
2 2 2

2 4 2 4

1
2 2

4 4

n A B C
n n n

n n n n n n

A C
n B n

n n n n


     

   

     
 

 

2nنعوض     1نجد

4
B  . 

بشكل مشابو نضرب العلاقة بـمقام الكسر البسيط الثالث  4n   لحسابC :فنجد 

   
   

 
 

 

 
   

 

4
4 4 4

2 4 2 4

1
4 4

2 2

n A B C
n n n

n n n n n n

A B
n n C

n n n n


     

   

     
 

 

4nنعوض     1نجد

8
C . 

 وبالتالي يمكن أن نكتب:

             
1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 8 8 2 8 4 8 2 8 4 2n n n n n n n n n n

   
           

         
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         1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 4 8 2 8 2 4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

8 3 2 4 3 5 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8 3 5 4 6 5 7 1 3 2 4

N N N

n n nn n n n n n n

N N N N

N N N N

  

   
      

       

          
                                 

        
                

           

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

8 2 1 2 8 3 4 3 4N N N N

 
  

 

   
                 

 

   

   
       

   

2

1

5 11 55 621

2 4 96 1 2 3 4

1 11
lim

2 4 96

N

n

N

N N N N

n n n N N N N

n n n





  
 

     


 


 

 
 تقارب متسمسمة1.2. 

 تكون متتالية متقاربة إذا وفقط إذا حققت شرط كوشي ومنو نجد تكافؤ الخواص التالية:
 

0

n

n

x




 اربةمتق 

  
0n n

S


,0تحقق شرط كوشي:   , ,
n m

k

k n

N n N m x 




        

تكمن ميزة ىذا المعيار لتقارب متسمسمة  في أنّو يسمح باثبات تقارب متسمسمة دون معرفة مجموعيا. إذا لم 
 تتقارب المتسمسمة نقول إنّيا متباعدة.

 
 ملاحظة: 

إنّ تقارب المتسمسمة
0

n

n

x




  يقتضي تقارب متتالية حدّىا العامnx .نحو الصفر إلا أنّ ىذا الشرط غير كاف 

 
 مثال: 

1nxليكن لدينا  n n    وبالتالي
0

1
n

n k

k

S x n


   :فالمتسمسمة متباعدة بينما 

  
   

1 1 1
1 lim 0

1 1
n n

n

n n n n
x n n x

n n n n 

   
      

   
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 مبرىنة:
لتكن 

0

n

n

x




  و
0

n

n

y




  متسمسمتين متقاربتين عندئذ تكون المتسمسمة 
0

n n

n

x y




   متقاربة أيّاً كان

  ويكون لدينا     
0 0 0

n n n n

n n n

x y x y 
  

  

     . 

 
 مبرىنة: 
لتكن 

0

n

n

x




 و
0

n

n

a




  ّمتسمسمتين ونفترض أن, n nn x a    ّوأن
0

n

n

a




  متقاربة عندئذ تكون المتسمسمة

0

n

n

x




 .متقاربة 

 
 مبرىنة: 
لتكن 

0

n

n

x




  كانت متتالية مجاميعيا الجزئية محدودة.متسمسمة حدودىا موجبة تكون متقاربة إذا وفقط إذا 

 
 مثال: 
aليكن    تتقارب المتسمسمة اليندسية

0

n

n

a




  0,1]إذا وفقط إذا كانت[a  1لأنو إذا كانتa   ّفإن

متتالية الحد العام  
0

n

n
a


لاتتقارب من الصفر وبالتالي تكون  

0

n

n

a




  0,1]متباعدة. بينما إذا كان[a  ّفإن

 
1

0

1 1
lim

1 1

nn
k

n n
n

k

a
S a S

a a







   

 
. 

 
 مثال: 
لتكن    تكون المتسمسمة

0

1

n n





 مان التي تدعى متسمسمة ريRiemann  متقاربة إذا وفقط إذا كان

]1, [  . 
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 مبرىنة: 
ليكن لدينا المتتاليتين  n n

u


و  n n
v


 حدودىما موجبة: 

إذا كان  .1
0 ,0 n nn n u v     وكانت

0

n

n

v




  ّمتقاربة فإن
0

n

n

u




  ذا كانت متقاربة وا 
0

n

n

u




 

متباعدة فإنّ 
0

n

n

v




 .متباعدة 

,إذا وجد عددان موجبان تماماً  .2 0a b   0بحيث,
n

n

u
n n a b

v
     فإنّ لممتسمسمتين و

0

n

n

u




 و

0

n

n

v




 .ًالطبيعة نفسيا متقاربتان معاً أو تتباعدان معا 

limإذا كان  .3 n

n
n

u
l

v
 و*l  فإنّ لممتسمسمتين و

0

n

n

u




 و
0

n

n

v




  الطبيعة نفسيا متقاربتان معاً أو

 تتباعدان معاً. 
limان إذا ك .4 0n

n
n

u

v
 و

0

n

n

v




  ّمتقاربة فإن
0

n

n

u




  .متقاربة 

limإذا كان  .5 n

n
n

u

v
  و

0

n

n

v




  ّمتباعدة فإن
0

n

n

u




 .متباعدة 

 
 مثال:

اثبات أنّ  يمكن باستخدام اختبار المقارنة
1

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5n n





      .متباعدة 

1لدينا:  
1

2
  1و 1 1 1 1

2 3 4 4 2
     1و 1 1 1 1 1 1 1 1

4 5 6 7 8 8 8 8 2
        و 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

8 9 10 11 12 13 14 15 16 16 16 16 16 16 16 16 2
                

وبالتالي يمكن كتابة: 
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

2 3 4 5 6 2 2 2n n





   
            

   
  وبما أنّ المجموع لمحدود

1

2
متباعد فالمتسمسة  

1

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5n n





      .متباعدة 

 
 مثال:

لتكن لدينا المتسمسمة 
3

1

ln

2 1n

n

n



 
 ىل ىي متباعدة أم متقاربة؟ 

lnبما أنّ  n و
3 3

1 1

2 1n n



فإنّ  

3 3 2

ln 1

2 1

n n

n n n
 


وبما أنّ  

2
1

1

n n





  متقاربة فإنّ المتسمسة

3
1

ln

2 1n

n

n



 
 .متقاربة 
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 نظرية: 
limإذا كان  p

n
n

n u l


  :يكون لدينا 

1pإذا كان  .1   وl   منتو تكون المتسمسمة
0

n

n

u




 .متقاربة 

1pا كان إذ .2   و, 0l l   أوl    تكون المتسمسمة
0

n

n

u




 .متباعدة 

 
 مثال: 

المتسمسمة 
3

0 4 2n

n

n



 
  ّ2متقاربة لأن

3

1
lim

44 2n

n
n

n

 
  

 
. 

 
 مثال: 

المتسمسمة 
0

ln

1n

n

n



 
  ّ0.5متباعدة لأن ln

lim
1n

n
n

n

 
  

 
. 

 
 مثال: 

ليكن لدينا المتسمسمة 
0

n

n

u




  حيث
2

22 1
1

2
n

n
u n

n


  . 

   

2
2

22 2 2

1 1 1 1 1
1

2 2 1 2 1 2 1
n

n n
u n n

n n n n n n n n n n

  
       

     

 

3ونجد أنّ  1
lim 0

8
n

n
n u


    وبالتالي المتسمسمة

0

n

n

u




 .متباعدة 

 
 الاختبار التكاممي
)ليكن لدينا التابع  )f x  موجب ومستمر ومتناقص من أجلx N  ولتكن لدينا المتتالية

( ), , 1, 2,nu f x n N N N     يمكن معرفة طبيعة المتسمسمةn

n N

u




 ة إذا كانت متقاربة أو متباعد

)بناءً عمى تقارب أو تباعد التكامل المحدود  ) lim ( )

M

M
N n

f x dx f x dx





 
  

 
   يمكن كحالة خاصة أخذ

1N .يعرّف تقارب أو تباعد التكامل بشكل مشابو لتقارب أو تباعد المتسمسمة . 
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 مثال:
ليكن لدينا المتسمسمة 

2
1

1

n n





  بيا باستخدام الاختبار التكاممي لأنّ حدودىا متناقصة ولدينا:يمكن اثبات تقار 

2

1

1
lim lim 1 1

M

M M

dx

Mx 

   
     

  
 .أي أنّ النياية موجودة لمتكامل وبالتالي المتسمسمة متقاربة 

 
 اختبار المتسمسلات المتناوبة

اوبة إذا تحقق الشرطين تدعى المتسمسمة متناوبة إذا كانت حدودىا المتتالية موجبة ثم سالبة. تتقارب متسمسمة متن
 التاليين:

1. 
1, n nn N u u    حيثN   1ويؤخذ عادةN . 

2.  lim 0n
n

u


  أوlim 0n
n

u


. 
متو أقل من القيمة المطمقة لمحد وينتج عند إيقاف أي متسمسمة متناوبة تحقق الشرطين السابقين خطأ عددي قي

 التالي.
 

 مثال: 

ليكن لدينا المتسمسمة  
1

1

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5

n

n n







       ّفنجد أن 

1
1 1

n

n nu u
n n




    :ولدينا

1 1

1
1,

1
n n nu n u u

n
    


limكذلك لدينا   0n

n
u


  .وبالتالي فإنّ ىذه المتسمسمة متقاربة 

الحد الرابع لممتسمسمة  إذا توقفنا عند 
1

1

1 1 1 1 1
1

2 3 4 5

n

n n







       فالخطأ الناتج أصغر من

1
0.2

5
. 

 
 ق  والمتسمسلات المتقاربة شرطيا  المتسمسلات المتقاربة بالإطلا 2.2. 
 تعريف

نقول عن المتسمسمة  .1
0

n

n

u




 ذات الحدود الموجبة  أنيا متقاربة بالاطلاق إذا كانت المتسمسمة
0

n

n

u




 

 متقاربة.
نقول عن المتسمسمة  .2

0

n

n

u




 .أنيا نصف متقاربة إذا كانت متقاربة دون أن تكون متقاربة بالاطلاق 

  

ISSN: 2617-989X 80 



Mathematical Analysis- CH4 

 

 نظرية:
إذا تقاربت المتسمسمة 

0

n

n

u




  تكون المتسمسمة
0

n

n

u




  متقاربة. أي أنّ المتسمسمة المتقاربة بالاطلاق تكون

 متقاربة.
 

 مثال: 
إنّ المتسمسمة 

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6
      متقاربة بالاطلاق لأنّ متسمسمة القيم المطمقة 

 
2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1 2 3 4 5
     متقاربة. 

 مثال: 
1إن المتسمسمة  1 1 1

1
2 3 4 5

     1 متقاربة ولكن 1 1 1
1

2 3 4 5
      متباعدة لذلك فإنّ المتسمسمة

1 1 1 1
1

2 3 4 5
     .ليست متقاربة بالاطلاق فيي نصف متقاربة 

 
 ملاحظة: 

يمكن استخدام كل اختبارات المتسمسلات ذات الحدود الموجبة لاختبار التقارب بالاطلاق. من المفيد استخدام 
 تالية.اختبار مقارنة الحدود المت

 
 اختبار النسبة

1limليكن  n

n
n

u
L

u





 
  

 
عندىا تكون المتسمسمة  

0

n

n

u




: 

1Lتتقارب بالاطلاق إذا كانت  .1 . 
1Lمتباعدة إذا كانت  .2 . 
1Lلاينجح ىذا الاختبار إذا كانت  .3 . 
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 مثال:
24أوجد تقارب أو تباعد المتسمسة 

1

n

n

n e






 باستخدام اختبار النسبة؟ 

     
 

   

22

2 2

2 14 41

1

4 4

4 4

2 1 2 1

1 1
lim lim lim

1 1
lim lim lim 1 0 0

n nn

n

n nn n n
n

n n

n n n

n e n eu

u n e n e

n n
e e

n n

   



   

   

  

 
  

    
         

   

 

24أي أنّ المتسمسمة 

1

n

n

n e






 .متقاربة بالاطلاق 

 
 nاختبار الجذر من المرتبة 

لتكن  lim n
n

n
u L


  تكون عندئذ المتسمسمة

0

n

n

u




 : 

1Lمتقاربة بالاطلاق إذا كانت  .1 . 
1Lمتباعدة إذا كانت   .2 . 
1Lغير معروف التقارب أو التباعد إذا كان  .3 . 

 
 مثال:

2لتكن لدينا المتسمسمة  3 4

1

1 2 2n

n

u r r r r




       حيثr   ثابت. ىل ىي متقاربة أم متباعدة؟

2ادرس الحالات  / 3, 2 / 3, 4 / 3r r r   . 
2الحد لدينا  n

nu r  من أجلn  فردي وn

nu r  من أجلn .زوجي 

وبالتالي: 
2 2 ,

,

n nnn

n
n

nn

r r n ي رد ف
u

r r n ي زوج

  


 
 


 

limوبما أنّ  2 1n

n
  نجدlim n

n
n

u r


  

2أي أنو تتقارب المتسمسمة  3 4

1

1 2 2n

n

u r r r r




       1إذا كانتr   ووتباعد ىذه المتسمسمة إذا

1rكانت  . 
2ي تكون متقاربة من أجل الحالتين وبالتال / 3 1r   2و / 3 2 / 3 1r r      ومتباعدة من أجل

4 / 3 1r  . 
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 نظرية: 
يمكن إعادة ترتيب حدود متسمسمة متقاربة بالاطلاق بأي ترتيب ونحصل عمى متسمسلات متقاربة بنفس المجموع. 

 ينما عند إعادة ترتيب الحدود من أجل متسمسمة نصف متقاربة يمكن لممتسمسمة الناتجة أن تتباعد أو أن تتقارب.ب
 

 نظرية: 
 نحصل عند جمع أو طرح أو جداء متسمسمتين متقاربتين بالاطلاق عمى متسمسمة متقاربة بالاطلاق.

 
 كتابة التوابع بشكل متسمسلات3. 

 بع بمتسمسمة مثال:يمكن تمثيل علاقة الربط لتا

 
 

3 5 7 2 1
1

sin 1
3! 5! 7! 2 1 !

n
nx x x x

x x
n




       


 

sinحيث:  lim n
n

x S


  ولدينا 
 

3 2 1
1

1 2

1

, , , 1
3! 2 1 !

kn
k

n

k

x x
S x S x S

k






    


 

 
 ملاحظة: 

فقط. وعندما أدخمت التوابع تم إضافة متغير جديد  nكانت المتتاليات والمتسمسلات حتى الآن تعتمد عمى تغير 
 .x ىو المتحول

 
 تعريف التقارب المنتظم
ليكن لدينا المتتالية   , 1,2,3,nu x n   لتوابع معرفة ضمن المجال[ , ]x a b نقول إنّ المتتالية تسعى.

)لمتابع  )F x  أو ليا النياية( )F x لمجال ضمن ا[ , ]x a b  0إذا كان, [ , ]x a b     يمكن إيجاد
0N   بحيث( ) ( )nu x F x    لكلn N  ونكتب في ىذه الحالةlim ( ) ( )n

n
u x F x


  وتتعمق عادة

N قيمة ب  وبقيمةx إذا كانت .N  تتعمق فقط بقيمة تتعمق بقيمة فقط ولاx  نقول عنيا أنيا تسعى إلى
( )F x مجال بانتظام في ال[ , ]x a b .أو متقاربة بانتظام عمى نفس المجال 

 
 تعريف تقارب متسمسمة توابع

1لتكن لدينا المتسمسمة من التوابع  2

1

( ) ( ) ( )n

n

u x u x u x




    نقول عنيا أنيا متقاربة في المجال

[ , ]x a b تالية المجاميع الجزئية إذا كانت مت ( ) , 1,2,3,nS x n   حيث
1 2( ) ( ) ( ) ( )n nS x u x u x u x     متقاربة في المجال[ , ]x a b ونكتب في ىذه الحالة .

lim ( ) ( )n
n

S x S x


  ويدعى( )S x .مجموع المتسمسمة 
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أي أنّ متسمسمة التوابع 
1 2

1

( ) ( ) ( )n

n

u x u x u x




    تسعى نحو( )S x  في المجال[ , ]x a b  ويكون

,0لدينا  [ , ]x a b     0يمكن ايجادN   بحيث( ) ( ) ,nS x S x n N    وتدعى متسمسمة .
التوابع 

1 2

1

( ) ( ) ( )n

n

u x u x u x




   متقاربة بانتظام إذا كان حسابN  يتعمق فقط بقيمة  ولا يتعمق

 .xبقيمة 
)نكتب  ) ( ) ( )n nS x S x R x   الباقي من المتسمسمة بعدn  ّحد. يمكن القول إن

1

( )n

n

u x




  متقاربة بانتظام

]ال في المج , ]x a b  0إذا كان   يمكن ايجادN  يتعمق بقيمة يتعمق بقيمة  فقط ولاx  بحيث
( )nR x   لكلn N وذلك  ,x a b . 

 
 ملاحظة: 

[يمكن اختيار مجال مفتوح  , [a b  أو نصف مفتوح] , ]a b  أو[ , [a b  عوضاً عن المجال المغمق[ , ]a b. 
 

 مثال: 

)ليكن لدينا المتتالية  )
n

n

x
u x

n
  و 0 . 5 , 1x    ولنأخذ التابع الثابت( ) 0F x   المعرّف عمى ىذا

المجال. نجد إنّ  0, 0.5,1x      يوجدN  بحيث, ( ) ( )nn N u x F x      أي
nx

n
 

)فالمتتالية  xتتعمق بقيمة  لا Nبما أنّ  )
n

n

x
u x

n
  متقاربة بانتظام ضمن المجال 0.5,1x  . 

 
 مثال: 

)ليكن لدينا المتتالية  ) n

nu x x 0و 1x  0متقاربة بانتظام ضمن المجال  ىذه المتتالية ليست 1x  

,0لأنّنا إذا أخذنا التابع  [0,1[
( )

1, 1

if x
F x

if x


 


0nنجد إنّ   nx x     

ln lnn x  أنّ  وبماln 0,ln 0x    ّ0سالبين )لأن 1,0 1x     نجد )ln

ln
n

x


 

 

 

ln 1 /ln ln1 ln

ln ln1 ln ln 1 /x x x

 
 


التي تحقق  Nوبالتالي يجب اختيار   

 

ln 1 /

ln 1 /
n N

x


   ّأي أنN 

 نتظام.وىي غير متقاربة با xقيمة وب تتعمق بقيمة 
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 اختبارات التقارب المنتظم لممتسمسلات
  Weierstrauss اختبار .1

إذا كان يمكن ايجاد متتالية من أرقام ثابتة وموجبة 
1 2 3, , ,M M M  بحيث يتحقق لدينا من أجل[ , ]x a b 

 الشرطين التاليين:
  1,2,3, , n nn u x M  

 
1

n

n

M




 متقاربة 

عندىا تكون  
1

n

n

u x




  متقاربة بانتظام وبالاطلاق في المجال[ , ]x a b. 

 
 مثال: 

ليكن لدينا المتسمسمة 
2

1

cos( )

n

nx

n





  0,2]فيي متقاربة بانتظام وبالاطلاق في المجال ]x   ّلأن

2 2

cos( ) 1nx

n n
  والمتسمسمة

2
1

1

n n





 .متقاربة 

 
 ملاحظة: 

شرط كاف ولكن غير لازم أي أنو من الممكن أن تكون المتسمسمة  Weierstraussيشكل الاختبار السابق 
 متقاربة بانتظام بدون أن يكون من الممكن تحقيق الاختبار عمييا.

 ملاحظة: 
م مستقمة عن خاصية التقارب بالاطلاق أي أنو يمكن أن تكون المتسمسمة متقاربة بانتظام خاصية التقارب بانتظا

 بدون أن تكون متقاربة بانتظام أو بالعكس.
 

 لتكن لدينا: Dirichlet اختبار .2
  المتتالية na  0متناقصة لأعداد ثابتة وموجبة نيايتيا الصفر 
 يوجد عدد ثابتP  بحيث من أجل[ , ],x a b n N  يتحقق 

1 2( ) ( ) ( )nu x u x u x P     

1عندئذ المتسمسمة  1 2 2

1

( ) ( ) ( )n n

n

a u x a u x a u x




       متقاربة بانتظام في المجال[ , ]x a b. 
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 نظرية: 
إذا كانت المتتالية   , 1,2,3,nu x n   مستمرة ضمن المجال[ , ]x a b  ذا كانت وا  

1

n

n

u x




  متقاربة

)بانتظام إلى المجموع  )S x  مع[ , ]x a b  عندئذ يكون المجموع( )S x  مستمراً عمى نفس المجال
[ , ]x a b. 

أي أنّ المتسمسلات المتقاربة بانتظام لتوابع مستمرة تكون توابع مستمرة. وعندما يكون التابع الناتج المجموع فيو 
 انقطاع يمكن بذلك برىان أن المتسمسمة غير متقاربة بانتظام.

]أنو إذا كان أي  , ]x a b  :فمدينا     
0 0

0

1 1 1

lim limn n n
x x x x

n n n

u x u x u x
  

 
  

    

 
 نظرية: 

إذا كانت المتتالية   , 1,2,3,nu x n   توابع مستمرة في المجال[ , ]x a b  ذا كان كانت وا  
1

n

n

u x




 

)متقاربة بانتظام إلى المجموع  )S x  مع[ , ]x a b :عندئذ يكون لدينا 

   
1

b b

n

na a

S x dx u x dx




  

   
1 1

b b

n n

n na a

u x dx u x dx
 

 

 
 

 
   

 أي أنّو يمكن مكاممة كل حد من حدود المتسمسمة المتقاربة بانتظام لتوابع مستمرة.
 نظرية: 

إذا كانت المتتالية   , 1,2,3,nu x n   توابع مستمرة في المجال[ , ]x a b  ومشتقاتيا مستمرة في نفس
ذا كان كانت  المجال وا  

1

n

n

u x




  متقاربة المجموع( )S x  في[ , ]x a b  ذا كانت متسمسمة المشتقات وا 

 
1

n

n

u x




  متقاربة بانتظام في[ , ]x a b :عندئذ يكون لدينا 

   
1n

S x u x




  

   
1 1

n n

n n

d d
u x u x

dx dx

 

 

 
 

 
  

 تبين ىذه النظرية الشرط المطموب لاشتقاق كل حد من حدود المتسمسمة.
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 ملاحظة: 
يمكن بشكل مشابو تطبيق نظريات مشابية لممتتاليات. فإذا كان لدينا المتتالية   , 1,2,3,nu x n   متقاربة

]بانتظام في المجال  , ]x a b  :عندئذ يكون لدينا   lim lim

b b

n n
n n

a a

u x dx u x dx
 

   أي أنّو من الممكن

 مكاممة كل حد من حدود المتسمسلات المتقاربة بانتظام لتوابع مستمرة.
 

 تعريف متسمسلات القوى1.3. 
 تعريف متسمسلات القوى:

2تدعى المتسمسمة من الشكل 

0 1 2 3

0

n n

n

n

a a x a x a x a x




      حيث
0 1 2 3, , , ,a a a a  ،ثوابت

. يمكن كتابة المتسمسمة بالشكل xمتسمسمة قوى بالمتحول 
0

n

n

n

a x




. 

xتتقارب متسمسمة القوى في الحالة العامة من أجل  R  وتتباعد من أجلx R  حيثR  ثابت يدعى
xنصف قطر التقارب لممتسمسمة. قد تتقارب أو تتباعد المتسمسمة من أجل  R يدعى المجال .x R 

 مجال التقارب لممتسمسمة. 
0Rعندما تكون    0تتقارب المتسمسمة من أجلx   فقط ولذلك عندما نقول إنّ المتسمسمة متقاربة تكون

0R  . 
Rعندما تكون     تتقارب المتسمسمة من أجل أي قيمة لممتحولx  أيx  . 

بالمتحول  xيمكن استبدال المتحول  x a  في علاقة متسمسمة القوى فتصبح 
0

n

n

n

a a x




. 

 نظرية: 
 تتقارب متسمسمة القوى بانتظام وبالاطلاق ضمن أي مجال محتوى كمياً في مجال التقارب.

 
 نظرية:

 من أي مجال محتوى كمياً في مجال التقارب.يمكن اشتقاق أو مكاممة متسمسمة قوى كل حد عمى حدة ض
 

 نظرية: 
عندما تتقارب متسمسمة قوى ضمن مجال التقارب إلى نقطة بطرف المجال يكون مجال التقارب المنتظم يتضمن 

 ىذه النقطة.
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 نظرية: 
إذا تقاربت متسمسمة القوى 

0

n

n

n

a x




  عند
0x x تكون ضمن أو بطرف مجال التقارب عندئذ يكون  التي قد

لدينا:  
0 0

0

0 0 0

lim limn n n

n n n
x x x x

n n n

a x a x a x
  

 
  

 
  

 
  . 

 
 العمميات عمى متسمسلات القوى2.3. 

يمكن جمع أو طرح متسمسمتي قوى  .1
0

n

n

n

a x




 و
0

n

n

n

b x




  كل حد مع الحد الموافق لو من أجل أي

 مشتركة بين مجالي التقارب لممتسمسمتين. xقيمة من المتحول 

يمكن جداء متسمسمتي قوى  .2
0

n

n

n

a x




 و
0

n

n

n

b x




  ونحصل عمى المتسمسمة
0

n

n

n

c x




 :حيث 

3. 
0 1 1 2 2 0n n n n nc a b ab a b a b       تصمح ىذه النتيجة لأي قيمة لممتحولx  ضمن مجال

التقارب المشترك لممتسمسمتين 
0

n

n

n

a x




 و
0

n

n

n

b x




. 

إذا تمت قسمة متسمسمة القوى  .4
0

n

n

n

a x




  عمى المتسمسمة
0

n

n

n

b x




  حيث
0 0b   يمكن كتابة الكسر

 .xاتج كمتسمسمة قوى متقاربة من أجل قيم صغيرة بشكل كاف لممتحول الن
إذا كان لدينا  .5

0

n

n

n

y a x




  عندئذ باخذ
0

n

n

n

x b y




  يمكن الحصول عمى المعاملات

, 0,1,2,nb n   بدلالة, 0,1,2,na n  ون بذلك قد عكسنا المتسمسمة.ونك 
 نظرية:

لتكن متسمسمة القوة من الشكل 
0

n

n

n

a x




  1نكتبlim n

n
n

a

a



   1و

R


 . 

0إذا كانت    تكونR    ذا كانت وا     0تكونR  :ويكون لدينا 

تتقارب المتسمسمة  .1
0

n

n

n

a x




  من أجلx R  ّأي أنR .ىو نصف قطر التقارب 

تتباعد المتسمسمة  .2
0

n

n

n

a x




  من أجلx R. 

 
 مثال:

لتكن لدينا متسمسمة القوة 
0 0

1

!

n n

n

n n

a x x
n

 

 

  ماىو نصف قطر تقاربيا؟ 

1بما أنّ 

!
na

n
  1نجد 1

lim lim 0
1

n

n n
n

a

a n


 
  


وىذه المتسمسمة  وبالتالي نصف قطر التقارب ىو  

xمتقاربة من أجل  . 
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 مثال:
لتكن لدينا متسمسمة القوة 

0 0

n n

n

n n

a x x
 

 

  ماىو نصف قطر تقاربيا؟ 

1نجد  1R     أي أنّ المتسمسمة متقاربة من أجل] 1,1[x  . 
 

 مثال: 
لتكن لدينا متسمسمة القوة 

1 1

1n n

n

n n

a x x
n

 

 

  يا؟ماىو نصف قطر تقارب 

1نجد   1وR   1وىي تتباعد من أجلx   1وتتقارب من أجلx    أي أنّ مجال التقارب ىو
[ 1,1[x  . 

 
 مثال: 

لتكن لدينا متسمسمة القوة 
2

1 1

1n n

n

n n

a x x
n

 

 

  ماىو نصف قطر تقاربيا؟ 

1نجد   1وR   1وتتقارب من أجل, 1x x    أي أنّ محال التقارب ىو[ 1,1]x  . 
 مثال: 

لتكن لدينا متسمسمة القوة  
0 0

!n n

n

n n

a x n x
 

 

  يا؟ماىو نصف قطر تقارب 

نجد    0وR   0أي أنّيا تتقارب من أجلx  .فقط 
 

 نشر التوابع بمتسمسلات القوى3.3. 
ل يمثل نشر التوابع باستخدام المتسمسلات الفائدة الرئيسية في التحميل من مفيوم المتسمسلات. تمثل التوابع باشكا

مختمفة الأشير منيا ىو نشر تايمور. يمكن تمثيل التوابع باستخدام متسمسلات قوى. ليكن لدينا التابع  f x 
 الذي يمكن كتابتو بالشكل:

  2 3

0 1 2 3( ) ( ) ( ) ( )n

nf x A A x c A x c A x c A x c               

,نحصل عمى القيم  0,1,2,3,nA n   بالمطابقة مع مشتقات التابع f x :فنجد 
( )

0 1 2

1 1
( ), ( ), ( ), , ( ),

2! !

n

nA f c A f c A f c A f c
n

     

 أي أنّ نشر تابع f x :يمكن كتابتو بالشكل 
                 

2 3 ( )1 1 1

2! 3! !

nnf x f c f c x c f c x c f c x c f c x c
n

              

نسمي كثيرات الحدود التالية كثيرات حدود تايمور لمتابع  f x: 
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           

           

               

0 1

2

2

2 ( )

, ,

1
,

2!

1 1

2! !

nn

n

P x f c P x f c f c x c

P x f c f c x c f c x c

P x f c f c x c f c x c f c x c
n

    

       

           

 

 
 تايمورشر ن4.3. 
)ليكن لدينا التابع  نظرية: )f x  ومشتقاتو موجودة ومستمرة حتى المرتبةn 

      ( ), , , , nf x f x f x f    ضمن المجال المغمق[ , ]x a b  ولنفترض أنّ المشتق( 1)nf   موجود
[ل المفتوح ضمن المجا , [x a b عندئذ يكون لدينا من أجل .[ , ]c a b :     n nf x P x R x   حيث

 nP x  ىو كثير حدود تايمور ويمثّل nR x  بقية الحدود التي تمّ اىماليا ويمكن كتابتو

 
 

   
1( 1)1

1 !

nn

nR x f x c
n


  


 . تدعى ىذه العلاقة بنشر تايمور.xو cبين  حيث تقع  

كذلك يمكن كتابة المتسمسمة التي تدعى متسمسمة تايمور    ( )

0

1
( )

!

nn

n

f x f c x c
n





  . 

 
 مثال: 

sinيمكن تحديد قيمة التابع  x  0بشكل ىندسي لعدد من النقاط مثل, / 6, / 3,   وغيرىا. يمكن حساب
0cقيمة ىذا التابع لنقاط أخرى باستخدام متسمسلات تايمور حول إحدى النقاط المعروفة. إذا اخذنا   :عندئذ 

         (4) (5)0 sin0 0, 0 cos0 1, 0 cos0 1, 0 sin0 0, 0 cos0 1f f f f f            

3تايمور لمحدود الخمسة الأولى لنأخذ علاقة  51 1
sin 0 0 0

3! 5!
x x x x        بما أنّ الحد الرابع

فكثيرات حدود تايمور  0ىو  4 3( )P x P x  متساوية فنجد
3

3 4( ) ( )
3!

x
P x P x x    والباقي

5

4

1
( ) cos

5!
R x x  ليكن المطموب حساب .sin sin0.3, 0.3[ ]x x rad  فنجد 

 
3

4

1
(0.3) 0.3 0.3 0.2945

6
P    :ويمكن معرفة الدقة ليذا التقريب من خلال الباقي 

5

4 5

1 1 243
cos (0.3) 0.000021

5! 120 10
R       

4sin(0.3)أي أنّ تقريب  (0.3)P .صحيح لأربع أرقام عشرية بعد الفاصمة 
  

ISSN: 2617-989X 90 



Mathematical Analysis- CH4 

 
 

 نشر بعض التوابع5.3. 

 
 

2 4 6 2 1
1

sin 1 1 ,
2! 4! 6! 2 1 !

n
nx x x x

x x
n




           


 

 
 

2 4 6 2 2
1

cos 1 1 ,
2! 4! 6! 2 2 !

n
nx x x x

x x
n




           


 

 

2 3 1

1 ,
2! 3! 1 !

n
x x x x

e x x
n



          


 

 
2 3 4

1
ln 1 1 , 1 1

2 3 4

n
nx x x x

x x x
n


           

 
3 5 7 2 111

ln , 1 1
2 1 3 5 7 2 1

nx x x x x
x x

x n


         

  
 

3 5 7 2 1
11tan 1 , 1 1

3 5 7 2 1

n
nx x x x

x x x
n


           

 
 

 2 ( 1) 1( 1)
1 1

2! !

p np p p np p
x px x x

n

  
      

 
 والعلاقة الأخيرة تمثل متسمسمة ثنائي الحدود وفق الحالات التالية:

 عدد طبيعي تكون متسمسمة منتيية. pإذا كانت  .1
0pإذا كانت  .2   1وليس عدد طبيعي تتقارب المتسمسمة  بالاطلاق من أجل 1x   
1إذا كانت  .3 0p    1تتقارب المتسمسمة من أجل 1x   
1pإذا كانت  .4    1تتقارب المتسمسمة من أجل 1x   
1تتقارب المتسمسمة من أجل  pميما كانت قيمة  .5 1x   

 
 مثال: 

 لحساب قيمة التكامل: xeيمكن تطبيق نشر تايمور لمتابع 
2

1 1 4 6 8 10
2

0 0

1
2! 3! 4! 5!

x x x x x
e dx x e dx 

      
 

  

حيث:  
4 6 8

2

4 1
2! 3! 4!

x x x
P x x     و 

10

4 ,0
5!

x
R x e x    :فنجد 

 
1

4

0

1 1 1 1
1 1.4618

3 5 2! 7 3! 9 4!
P x dx      

   

 
1 1 1 10

10

4

0 0 0

0.0021
5! 5! 11.5

e x e
R x dx x dx e dx



      

  وقيمة التكامل بدقة رقمين بعد الفاصمة. 0.0021أي أنّ الخطأ الاعظمي أقل من 
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 ابع المعرفة بمتسمسلاتالتو 4. 
 يمكن أن يظير تابع معرف كمتسمسمة في تطبيق وعمى الأغمب عند حل معادلة تفاضمية.

 
 مثال: 

 
  

   

 

2
4

0

1 / 22
1

2(2 2) 2 4 2 2 2 4 ! !2 !

n p n
p

p p
n

xx x
J x

p p p n n pp






   
     

       
 

ىذا التابع ىو حل لمعادلة بيسيل التفاضمية  2 2 2 0x y xy x p y      ويدعى تابع بيسيل من الدرجة
p. 
 

 مثال:

 
2( 1) ( 1)

( , , , ) 1
1 1 2 1

a b a a b b
F a b c x x x

c c c

  
   

   
 

 ىذا التابع ىو حل لمعادلة غوص التفاضمية:
  (1 ) 1 0x x y c a b x y a b y          

 
 المتسمسلات العقدية5. 

لنأخذ متسمسمة القوى 
0

n

n

n

a z




  حيثz x i y   (1i   ىو العدد العقدي( و
na  .حقيقي أو عقدي

zيمكن معالجة ىذه المتسمسلات بشكل مشابو لممتسمسلات الحقيقية. تتقارب ىذه المتسمسلات من اجل  R 
2أي ضمن دائرة التقارب  2 2x y R   حيثR .نصف قطر دائرة التقارب 

 
 سمسلات لتوابع بمتحولين أو أكثرالمت

ىي من الشكل  
0

,n

n

u x y




 .يمكن التعامل معيا بشكل مشابو لممتسمسلات بمتحول واحد 

x,متسمسمة القوى بمتحولين y :يمكن كتابتيا بالشكل 
    2 2

00 10 01 20 11 02a a x a y a x a xy a y      

مثال المتحولين ويمكن نشر التوابع بمتحولين بطريقة تايمور بشكل حيث يستخدم رقمين لتعريف كل مثل من أ
 مشابو لنشر التوابع بمتحول واحد.
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 نظرية تايمور لمتوابع بمتحولين6. 
ليكن  نظرية: ,f x y  تابع لممتحولين,x y إذا كانت كل المشتقات الجزئية من المرتبة .n  مستمرة ضمن

ذا كانت المشتقات الجزئية من المرتبة  منطقة مغمقة وا  1n   موجودة ضمن المنطقة المفتوحة عندئذ يكون
 لدينا:

     

 

2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

1
( , ) , , ,

2!

1
,

!

n

n

f x h y k f x y h k f x y h k f x y
x y x y

h k f x y R
n x y

      
          

      

  
   

  

حيث: 
 

 
1

0 0

1
, ,0 1

1 !

n

nR h k f x h y k
n x y

  



  
        

   
 

     0 0 0 0 0 0, , ,x yh k f x y h f x y k f x y
x y

  
     

  
 

       
2

2 2

0 0 0 0 0 0 0 0, , 2 , ,xx xy yyh k f x y h f x y h k f x y k f x y
x y

  
        

  
 

أي نقوم بنشر ثنائي الحدود 
n

h k
x y

  
 

  
. 

 
 ملاحظة: 

يمكن كتابة  .1
0 0,h x x x k y y y        . 

nR,0إذا كان  .2 n  .نجد نشر تايمور 
 

 المتسمسمة المزدوجة7. 
 ليكن لدينا مصفوفة من الأرقام أو التوابع:

11 12 13

21 22 23

31 32 33

u u u

u u u

u u u

 
 
 
 
 
 

 

ولدينا: 
1 1

m n

mn pq

p q

S u
 

  يمثل مجموع الحدود من أوّلm  سطر وأوّلn .عمود من المصفوفة السابقة 

تكون المتسمسمة المزدوجة 
1 1

m n

mn pq

p q

S u
 

  متقاربة لممجموعS  إذا كانتlim
m

mn
n

S S



 .لا تكون متباعدة  وا 
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 Seriesمذاكرة المتسمسلات )السلاسل( 
 المدة: ساعة ونصف  51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 

 
 لكل سؤال خمس علامات  

 اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة التالية:
 
ماىي قيمة المجموع  .1

1

4

( 2)k k k



 
 ؟ 

a) 3      
b) 2 
c) 1 
d) 0 

4عميك كتابة الكسر عمى شكل مجموع كسرين بسيطين  مساعدة:

( 2) 2

A B

k k k k
 

 
عميك ايجاد قيم  

A,الثابتين  B 

 
ماىي قيمة المجموع  .2

1

4

( 1)k k k



 
 ؟ 

a) 4      
b) 2 
c) 1 
d) 0 

4عميك كتابة الكسر عمى شكل مجموع كسرين بسيطين  مساعدة:

( 1) 1

A B

k k k k
 

 
عميك ايجاد قيم  

A,الثابتين  B 
 
ماىي قيمة المجموع  .3

1

5

( 1)k k k



 
 ؟ 

a) 5      
b) 2 
c) 1 
d) 0 

5عميك كتابة الكسر عمى شكل مجموع كسرين بسيطين  مساعدة:

( 1) 1

A B

k k k k
 

 
ك ايجاد قيم عمي 

A,الثابتين  B 
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ماىي قيمة المجموع  .4
1

1

( 3)k k k



 
 ؟ 

a) 
11

8
      

b) 
1

3
 

c) 1 
d) 0 

5طين عميك كتابة الكسر عمى شكل مجموع كسرين بسي مساعدة:

( 1) 1

A B

k k k k
 

 
عميك ايجاد قيم  

A,الثابتين  B 
 
بتطبيق اختبار التقارب نجد أنّ المتسمسمة التالية .5

1

1

n

n

n






 :ىي متسمسمة 

a)  متقاربة 
b)          متباعدة 
c) غير معروف إذا كانت متقاربة أو متباعدة 

 متسمسمة. فقرة تقاربراجع  مساعدة:
 
بتطبيق اختبار التقارب نجد أنّ المتسمسمة التالية .6

1 2 5n

n

n



 
 :ىي متسمسمة 

a)  متقاربة 
b)  متباعدة 
c) غير معروف إذا كانت متقاربة أو متباعدة 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
 

بتطبيق اختبار التقارب نجد أنّ المتسمسمة التالية .7
2

2
1 1n

n

n



 
 :ىي متسمسمة 

a)  متقاربة 
b) متباعدة 
c) غير معروف إذا كانت متقاربة أو متباعدة 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
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بتطبيق اختبار النسبة عمى المتسمسمة  .8
1

5

3n
n





 :نجد أنّيا 

a) متقاربة  
b) متباعدة 
c) غير محدد 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
 

نسبة عمى المتسمسمة بتطبيق اختبار ال .9
1

5

3

n

n
n





 :نجد أنّيا 

a)  متقاربة 
b) متباعدة 
c) غير محدد 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
 

بتطبيق اختبار النسبة عمى المتسمسمة  .11
1

n

n
n

e







 :نجد أنّيا 

a) متقاربة 
b)  متباعدة 
c) غير محدد 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
 

اختبار النسبة عمى المتسمسمة  بتطبيق .11
1

1
n

n

n

n





 
 
 

 :نجد أنّيا 

a)  متقاربة 
b)  متباعدة 
c) غير محدد 

 فقرة تقارب متسمسمة.راجع  مساعدة:
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ماىو نصف قطر تقارب متسمسمة القوة  .12 
1

0

1
n n

n

x






؟ 

a) 0R  
b) R   
c) 1R         
d) جواب آخر 

 التوابع بشكل متسمسمة.كتابة فقرة راجع  مساعدة:
 

ماىو نصف قطر تقارب متسمسمة القوة  .13
0

1

2

n

n

x
n





 
 

 
؟ 

a) 0R  
b) R   
c) 1R  
d) جواب آخر 

 وابع بشكل متسمسمة.التكتابة فقرة راجع  مساعدة:
 

ماىو نصف قطر تقارب متسمسمة القوة  .14 

0

1

2 !

n

n

n

x
n





 
 
 
 

؟ 

a) 0R  
b) R   
c) 1R  
d) جواب آخر 

 التوابع بشكل متسمسمة.كتابة فقرة راجع  مساعدة:
 

1تي تتقارب عندىا المتسمسمة ال xماىي قيم  .15

0

1

3

n

n
n

x
n






 
 

 
؟ 

a) 0x  
b) [ 3,3[x   
c) [ 1,1[x   
d) x  

 التوابع بشكل متسمسمة.كتابة فقرة راجع  مساعدة:
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1ب عندىا المتسمسمة التي تتقار  xماىي قيم  .16

0

1

3

n

n
n

x
n






 
 

 
؟ 

 0x  
 [ 3,3[x        
 [ 1,1[x   
 x         

 التوابع بشكل متسمسمة.كتابة فقرة راجع  مساعدة:
 

قارب عندىا المتسمسمة التي تت xماىي قيم  .17 
1

1
2 (3 1)

n

n
n

n
x

n





 
 

 
؟ 

a) 0x  
b) ] 1,3[x   
c) [ 1,1[x   
d) x  

 التوابع بشكل متسمسمة.كتابة فقرة راجع  مساعدة:
 

)ماىو نشر تايمور لمتابع  .18 ) lnf x x 1وار بجa : 

a)  
     

2 3 4
1 1 1

( ) 1
2 3 4

x x x
f x x

  
      

b)  
     

2 3 4
1 1 1

( ) 1
2! 3! 4!

x x x
f x x

  
      

c)  
     

2 3 4
1 1 1

( ) 1
2! 3! 4!

x x x
f x x

  
      

 جواب آخر 
 .نظرية تايمورفقرة راجع  مساعدة:

 
1ماىو نشر تايمور لمتابع  .19

( )f x
x

  1بجوارa ؟ 

a)  
     

2 3 4
1 1 1

( ) 1
2! 3! 4!

x x x
f x x

  
      

b)  
     

2 3 4
1 1 1

( ) 1
2! 3! 4!

x x x
f x x

  
      

c)        
2 3 4

( ) 1 1 1 1 1f x x x x x          
d) جواب آخر 

 .نظرية تايمورفقرة راجع  مساعدة:
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)ماىو نشر تايمور لمتابع  .21 ) sinf x x  بجوار
4

a


؟ 

a) 
2 3

1 1
( )

4 2! 4 3! 4
f x x x x

       
           
     

 

b) 
2 3

2 1 1
( ) 1

2 4 2! 4 3! 4
f x x x x

        
                    

 

c) 
2 3

1 1
( ) 1

4 2! 4 3! 4
f x x x x

       
            

     
 

d) جواب آخر 
 .نظرية تايمورفقرة راجع  مساعدة:
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 الإجابات الصحيحة
 

 الإجابة الصحيحة السؤال
 الخيار الأول 1
 الخيار الأول 2
 الخيار الأول 3
 الخيار الأول 4
 ثانيالخيار ال 5
 الثانيالخيار  6
 الثانيالخيار  7
 الخيار الأول 8
 الثانيالخيار  9
 ار الأولالخي 10
 ثالثالخيار ال 11
 ثالثالخيار ال 12
 ثالثالخيار ال 13
 الثانيالخيار  14
 الثانيالخيار  15
 الثانيالخيار  16
 الثانيالخيار  17
 الخيار الأول 18
 ثالثالخيار ال 19
 ثانيالخيار ال 20
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 الكممات المفتاحية: 
مشتق التابع، المشتق من اليمين، المشتق من اليسار، الاشتقاق الضمني، قواعد الاشتقاق، درجة الاشتقاق، نقطة 

 لاانعطاف، السرعة الخطية، طريقة نيوتن.
 

 :الممخص
التغير المحظي لمتابع ومفيومو  يقدم ىذا الفصل اشتقاق التوابع الرياضية حيث يبدأ بتعريف المشتق كنياية معدل

يكون  اليندسي ميل المماس لمتابع في النقطة التي يحسب عندىا المشتق وشروط وجود المشتق والحالات التي لا
فييا المشتق موجوداً. ويعرّف الاشتقاق من اليمين ومن اليسار. وتقدم قواعد الاشتقاق لتسييل حساب المشتق 

متوابع المركبة ولمتوابع الضمنية. وتقدم استخدامات الاشتقاق لحساب تزايد وتناقص لمتوابع المختمفة والاشتقاق ل
التوابع والنيايات المحمية العظمى والصغرى والمشتقات من الدرجات الأعمى وحساب نقاط الانعطاف وقواعد 

خدام مشتق تابع اضافية لحساب نياية متتالية باستخدام المشتقات. وحساب السرعة الآنية لنقطة متحركة باست
المسافة بالنسبة لمزمن. وتقدم طريقة نيوتن العددية لحل المعادلات الجبرية باستخدام المشتق. وتقدم أمثمة عمى 

 حساب المشتقات لمتوابع المختمفة.
 

 الأهداف التعميمية:
 يتعرّف الطالب في ىذا الفصل عمى النقاط التالية:

 من اليسار تعريف المشتق والمشتق من اليمين والمشتق 
 اشتقاق التابع المركب 
 اشتقاق التابع الضمني 
 قواعد الاشتقاق 
 مشتقات التوابع البسيطة 
 الاشتقاق ضمن مجال 
 المشتقات من الدرجات الأعمى 
 النيايات المحمية والانعطاف 
 حساب السرعة باستخدام المشتق 
 طريقة نيوتن لحل المعادلات الجبرية 
 تطبيقات لحساب المشتقات 
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 مقدمة
يعتبر الاشتقاق من أىم المفاىيم الأساسية في التحميل. نشأت مسألة الاشتقاق من مسألة تعريف وتمثيل المستقيم 
المماس لبيان تابع عند نقطة من نقاطو ومن مسألة تمثيل السرعة الآنية لجسم متحرك. ستقدم النقاط التالية في 

 ىذا الفصل:
 ن اليسارتعريف المشتق والمشتق من اليمين والمشتق م 
 اشتقاق التابع المركب 
 اشتقاق التابع الضمني 
 قواعد الاشتقاق 
 مشتقات التوابع البسيطة 
 الاشتقاق ضمن مجال 
 المشتقات من الدرجات الأعمى 
 النيايات المحمية والانعطاف 
 حساب السرعة باستخدام المشتق 
 طريقة نيوتن لحل المعادلات الجبرية 
 تطبيقات لحساب المشتقات 

 
  المشتقتعريف 1. 

0لتكن النقطة  0 0( , ( ))P x f x  من بيان التابع( )y f x  ولتكن( , ( ))P x f x  نقطة مجاورة من بيان نفس
P,0التابع. يدعى المستقيم المار بين النقطتين  P قة:المستقيم القاطع لمبيان وميمو يعطى من العلا 

0 0( ) ( )
s

f x h f x y
m

h x

  
 


)0حيث   ) ( )y f x f x   0وx x x  . 

 ويمكن كتابة علاقة الميل من العلاقة:
0 0( ) ( )

s

f x h f x
m

h

 
  0حيثh x x x   . 

0نحصل عمى ميل المستقيم المماس لمتابع عند النقطة  0 0( , ( ))P x f x  من خلال ايجاد نياية العلاقة السابقة
0hنحو الصفر  hعندما تسعى   :وعندما تكون ىذه النياية موجودة تكون ىي قيمة مشتق التابع أي 

0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  
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)تدعى ىذه النياية مشتق التابع  )f x  0عند النقطةx .من مجموعة تعريفو 
إذا كانت النياية موجودة من أجل كل نقطة من نقاط مجموعة تعريف التابع نقول عنو أنّو قابل للاشتقاق عمى 

ىذه المجموعة وينتج لدينا تابع جديد ىو التابع المشتق  f xالمشتق  . وتكون قيمة التابع f x  عند كل
)نقطة تساوي ميل المستقيم المماس لمتابع  )f x .عند ىذه النقطة 

 إذا كانت النياية غير موجودة يكون المشتق غير موجود أو التابع غير قابل للاشتقاق عند ىذه النقطة.
 يمكن كتابة التابع المشتق بعدة طرق:

0 0

( ) ( )
( ) lim lim ( ) ( ) ( )x

x x

dy f x x f x y df d
f x y f x Df x D f x

dx x x dx dx   

   
        

 
 

 مثال:
1ليكن لدينا التابع 

( )f x
x

  ماىو مشتق التابع عند النقطةa؟ 

20 0 0 0 0

1 1

( ) ( ) ( ) 1 1
( ) lim lim lim lim lim

( ) ( ) ( )h h h h h

f a h f a a a h ha h af a
h h h a a h h a a h a a h a    


            

     

 

 نظرية 
)إذا كان التابع  )f x  عند ىذه النقطة ولكن العكس قابل للاشتقاق عند نقطة من مجموعة تعريفو فيو مستمر
 ليس صحيحاً.

 
 تعريف المشتق من اليمين ومن اليسار

)نعرّف المشتق من اليمين لمتابع  )f x  0عندx x :بالعلاقة التالية 
0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h


 
  

 نحو الصفر بقيم موجبة تماماً. hوذلك عندما تكون النياية موجودة عندما تسعى 
)يمكن بشكل مشابو تعريف المشتق من اليسار لمتابع  )f x  0عندx x :بالعلاقة التالية 

0 0

0
0

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h


 
  

 نحو الصفر بقيم سالبة. hوذلك عندما تكون النياية موجودة عندما تسعى 
)يكون التابع  )f x  0قابلًا للاشتقاق عند النقطةx x  إذا وفقط إذا كان المشتق من اليمين موجود ويساوي

0xالمشتق من اليسار لمتابع عند النقطة  x  0أي 0( ) ( )f x f x 
 . 
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 حالات عدم وجود المشتق
 من نقاط التابع: aيمثل الشكل التالي حالات عدم وجود المشتق عند النقطة 

 
 مثال:
)التابع  )f x x  0غير قابل للاشتقاق عند النقطةx . 

 

1حيث:  0
( )

1 0

if x
f x

if x


  

 
 

0xوعندما تكون   (0)نجد أن المشتق من اليمين لايساوي المشتق من اليسار 1, (0) 1f f 
   . 
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 اشتقاق التابع المركب2. 
3يمكن كتابة التوابع كتركيب لتوابع أبسط. ليكن لدينا مثلًا: 3( ) , ( ) sin sinu f x x y g u u x     

)نحصل عمى التابع المركب  ) ( ( ))y F x g f x طى علاقة الاشتقاق لمتابع المركب كمايمي:. تع 
( ) ( ) ( )

dy dy du
F x g u f x

dx du dx
       

)بشرط وجود المشتقين  ), ( )f x g u  فنجد 
   

3

2 3
sin

3 cos
d xdy

x x
dx dx

  . 

 
 الاشتقاق الضمني3. 

2تعطى علاقة الربط لمتابع أحياناً بشكل ضمني وليس بشكل مباشر مثل 54 7 8 0x xy xy    ي لايمكن الت
)كتابتيا بالشكل  )y f x  في ىذه الحالة يمكن اشتقاق التابعy :من المعادلة السابقة كمايمي 

5 42 4 5 7 0
dy dy

x y xy y x
dx dx

   
       

   
. 

 
 قواعد الاشتقاق4. 

)ليكن لدينا التوابع  ), ( ), ( )f x g x h x كون لدينا:القابمة للاشتقاق عندئذ ي 
مشتق مجموع تابعين:  .9 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d d d
f x g x f x g x f x g x

dx dx dx
      

مشتق فرق تابعين:  .11 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
d d d

f x g x f x g x f x g x
dx dx dx

      

)بالتابع  Cمشتق جداء ثابت  .11 )f x : ( ) ( ) ( )
d d

C f x C f x C f x
dx dx

     

 مشتق جداء تابعين:  .12
13.  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

d d d
f x g x f x g x g x f x f x g x g x f x

dx dx dx
        

 قسمة تابعين: مشتق .14

15. 
   

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

, ( ) 0
( ) ( ) ( )

d d
g x f x f x g x

d f x g x f x f x g xdx dx g x
dx g x g x g x


   

   
 

 

)مشتق التابع المركب  .16 ) [ ( )], ( )y f u f g x u g x   :يعطى بالعلاقة 
17. ( ) ( ( )) ( )

dy dy du du
f u f g x g x

dx du dx dx
        

)ويمكن أن يكون أكثر من تابعين بشكل مشابو إذا كان  ), ( ), ( )y f u u g v v h x    فيكون مشتق التابع
dyالمركب  dy du dv

dx du dv dx
    

ISSN: 2617-989X 106 



Mathematical Analysis- CH5 

 

)إذا كان لدينا التابع  .18 )y f x  1وتابعو العكسي( )x f y  1فيكون لدينا

/

dy

dx dx dy
 

)إذا كان لدينا  .19 )x f t و( )y g t  نجد/ ( )

/ ( )

dy dy dt g t

dx dx dt f t


 


 

 
 ةمشتقات التوابع البسيط1.4. 
,0مشتق التابع الثابت معدوم  .1

d
C C

dx
  

ny,مشتق تابع القوة  .2 u n   1يعطى بالعلاقةn nd du
u n u

dx dx

   

sinمشتق تابع الجيب  .3 cos
d du

u u
dx dx

  

cosمشتق تابع التجيب  .4 sin
d du

u u
dx dx

   

مشتق تابع الظل  .5
2

1
tan

cos

d du
u

dx u dx
  

1مشتق تابع الموغاريتم الطبيعي  .6
log lne

d d du
u u

dx dx u dx
   

,0مشتق تابع الموغاريتم لاساس  .7 1a a  :log
log a

a

d e du
u

dx u dx
  

lnuمشتق التابع الاسي  .8 ud du
a a a

dx dx
   

uمشتق تابع الاس الطبيعي  .9 ud du
e e

dx dx
  

 
 ن مجالالاشتقاق ضم

)إذا كان التابع  )y f x  يقبل الاشتقاق في كل نقاط مجال نقول أنو قابل للاشتقاق عمى ىذا المجال. إذا كان
)التابع  )y f x  معرّف عمى المجال المغمق[ , ]a b  المغمق نقول أنّ ىذا التابع يقبل الاشتقاق عمى المجال
[ , ]a b  0إذا وفقط إذا كان( )f x  موجوداً لكل] , [x a b و( ), ( )f b f a 

  .موجودين 
 إذا كان مشتق التابع مستمراً يدعى قابل للاشتقاق باستمرار.
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 المشتقات من الدرجات الأعمى
)ع ليكن لدينا التاب )y f x  وبفرض أنو قابل للاشتقاق ضمن مجال ونحصل عمى التابع( )y f x   الذي

)يدعى المشتق الأول لمتابع  )y f x  فإذا كان التابع المشتق بدوره( )y f x   قابل للاشتقاق ضمن

ل عمى المشتق الثاني المجال باشتقاقو نحص
2

2
( )

d dy d y
y f x

dx dx dx

 
    

 
وىكذا يمكن الحصول عمى  

)إذا كان موجوداً نكتب  nالمشتقات من المرتبات الأعمى حتى الدرجة  ) ( )( )
n

n n

n

d y
f x y

dx
 . 

 
 نظرية 

)إذا كان التابع  )f x  مستمراً ضمن المجال[ , ]x a b  وقابلًا للاشتقاق ضمن المجال] , [a b  ذا كان وا 
( ) ( ) 0f a f b   عندئذ يوجد] , [a b   بحيث ينعدم مشتق التابع  0f  . 

 
 نظرية القيمة الوسطى: 

)إذا كان التابع  )f x  مستمراً ضمن المجال[ , ]x a b  وقابلًا للاشتقاق ضمن المجال] , [a b  عندئذ يوجد
] , [a b   بحيث 

( ) ( )f b f a
f

b a






 . 

)نجد من ىذه النظرية أنّ النظرية السابقة حالة خاصة منيا حيث  ) ( ) 0f a f b . 
x,0لنأخذ  x  ضمن المجال] , [a b :عندئذ نجد من نظرية القيمة الوسطى 

 0 0( ) ( ) ( )f x f x f x x     وتكون  بينx 0وx. 
bيمكن كذلك أخذ  a h  وa h    0حيث 1  :فنجد( ) ( ) ( )f a h f a h f a h      

 

 نظرية كوشي القيمة الوسطى المعممة
)إذا كان لدينا تابعين  ), ( )f x g x  مستمرين في المجال[ , ]a b تقاق في المجال وقابمين للاش] , [a b  عندئذ

[يوجد  , [a b   :بحيث( ) ( ) ( )
;

( ) ( ) ( )

f b f a f
a b

g b g a g







  


)بفرض أن   ) ( )g b g a و( ), ( )f x g x  

 ليسا منعدمين معاً. 
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 قواعد اضافية لحساب النيايات
إذا كان لدينا 

0

lim ( )
x x

f x A


 و
0

lim ( )
x x

g x B


  حيث,A B  أو  0كلاىما  عندئذ يكون لدينا

0

( )
lim

( )x x

f x

g x
0تشكل حالة عدم تعيين   / /أو  0  حل ىذه المشكمة يمكن تقدير نياية نسبة التابعين كما ل

 يمي:
)إذا كان  .1 ), ( )f x g x  قابمين للاشتقاق ضمن المجال] , [a b  ممكن مع أو بدون قابمية الاشتقاق عند(

0x x  ذا كان )وا  ) 0g x   0من أجلx x :عندئذ يكون لدينا 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x 





 

إذا كان  .2
0

lim ( )
x x

f x


  و
0

lim ( )
x x

g x


  :يمكن تطبيق نفس العلاقة السابقة 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x 





 

 
 استخدام المشتقات لايجاد النهايات المحمية لتابع ونقاط الانعطاف5. 
)أن التابع  نفرض )f x  قابل للاشتقاق عمى كل نقاط المجال] , [a b  يمكن معرفة تزايد وتناقص ىذا التابع
( )f x  من خلال معرفة إشارة المشتق الأول( )f x ضمن ىذا المجال ونميز الحالات التالية: 

)نقول أنّ التابع  .1 )f x  متزايد ضمن المجال] , [a b  إذا كان( ) 0f x   من أجل كل قيم] , [x a b 
 أي أنّ ميل المماس موجب.

)نقول أنّ التابع  .2 )f x  متناقص ضمن المجال] , [a b  إذا كان( ) 0f x   من أجل كل قيم
] , [x a b .أي أنّ ميل المماس سالب 

)نقول أنّ التابع  .3 )f x  ثابت ضمن المجال] , [a b  إذا كان( ) 0f x  من أجل كل قيم ] , [x a b 
 أي أنّ ميل المماس معدوم أو المماس أفقي.

)ليكن لدينا التابع  )f x  قابل للاشتقاق عمى كل نقاط المجال] , [a b  1ولتكن 1 1( , )P x y  نقطة في المستوي من
1بيان التابع حيث  ] , [x a b لنأخذ مستقيم مماس لبيان التابع يتحرك من اليسار لميمين ويمر عبر .

1 1 1( , )P x y 1إذا كانت 1 1( , )P x y  نياية محمية صغرى يدور المستقيم المماس عكس عقارب الساعة ويكون ميل
1المماس سالباً عمى يسار النياية المحمية الصغرى  1 1( , )P x y  1وموجباً عمى يمينيا وينعدم عندىا 1 1( , )P x y .

1وبشكل مشابو يكون لمتابع نياية محمية عظمى عند  1 1( , )P x y  إذا دار المماس باتجاه عقارب الساعة وتغيرت
 إشارة الميل لمماس من الموجب إلى السالب.
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ع أي أنّو من أجل تاب f x  1تكون النقطة 1 1 1( , ( ))P x y f x :نياية محمية صغرى عندما يكون 

1. ( ) 0f x   1من أجلx x وx  1في جوارx  

2. ( ) 0f x   1من أجلx x وx  1في جوارx 
1وتكون النقطة  1 1 1( , ( ))P x y f x :نياية محمية عظمى عندما يكون 

1. ( ) 0f x   1من أجلx x وx  1في جوارx  

2. ( ) 0f x   1من أجلx x وx  1في جوارx 
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 مثال:
)2ليكن لدينا التابع  )f x x  ية محمية صغرى ليذا التابع. لأنّ ىي نيا (0,0)نجد أنّ النقطة( ) (0)f x f  

 
 نظرية:

1ليكن لدينا  ] , [x a b  ضمن مجموعة تعريف التابع f x  ومشتقو f x  موجود ومستمر ومشتقو الثاني
 f x ذا كان  موجود وا  1 0f x  و 1 0f x   1تكون( )f x :نياية محمية 

صغرى إذا كان  .1 1 0f x  
عظمى إذا كان  .2 1 0f x  

 يمكن تعميم ىذه النظرية بفرض أنّ المشتقات موجودة ومستمرة وبفرض أنّ 
      (2 1)

1 1 1 0pf x f x f x f        2)و ) 0pf   حيثp :عدد طبيعي يكون عندئذ 
1. 1( )f x  نياية محمية صغرى إذا كان (2 )

1 0pf x . 
2. 1( )f x  نياية محمية عظمى إذا كان (2 )

1 0pf x . 
 

 ملاحظة: 
وأن يكون المشتق ميل المماس لمتابع موجب )سالب( عمى يسار  1Pيمكن أن ينعدم مشتق التابع عند النقطة 

نّما نقطة  1P. عندئذ لاتكون النقطة 1Pويبقى موجباً )سالباً( عمى يمين النقطة  1Pالنقطة  نياية محمية لمتابع وا 
انعطاف ويكون لدينا      1 1 10, 0, 0f x f x f x    . 

 
 مثال: 

3yليكن لدينا التابع  x  ّ23نجد أن , 6 , 6y x y x y      (0,0)وبذلك يمكن التحقق بأنّ النقطة 
نّما ىي نقطة انعطاف.ليست ن  ياية محمية وا 
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 حساب السرعة باستخدام المشتق6. 
)يمثّل الزمن عندئذ يكون لدينا  tيمثّل المسافة التي تقطعيا نقطة مادية من المبدأ و xليكن )x f t  تابع

. نحصل عمى قيمة السرعة الآنية من العلاقة Oxعمى المحور  tفي المحظة يمثل موضع النقطة المادية 

0

( ) ( )
lim
t

dx f t t f t

dt t 

  



. 

 
 طريقة نيوتن لحل المعادلات الجبرية7. 

لواضح أنّ بيان التابع يصعب حلّ المعادلات الجبرية عندما تكون من درجة أكبر من الدرجة الثانية ولكن من ا
( )y f x  لمعادلة جبرية( ) 0f x   يقطع المحور الأفقيOx  عند كل حل حقيقي لممعادلة( ) 0f x  .

طيع باستخدام طريقة نيوتن تقدير قيمة يمكن بطريقة تجريبية تقدير أعداد طبيعية تقع بينيا حمول المعادلة. نست
)جذر حقيقي لممعادلة باستخدام المشتق وذلك وفق مايمي: ليكن التابع  )y f x قابلًا للاشتقاق وr  جذر

)حقيقي لممعادلة أي  ) 0f r   0ولتكنx لممتحول  نقطةx  قريبة من الجذرr  0يمكن أن تكونx  مثلًا العدد
الطبيعي السابق أو التالي. ليكن  0f x  0ميل المماس لمتابع عند النقطة 0 0( , ( ))P x f xة . ولتكن النقط

 1 1,0Q x  تقاطع المستقيم المماس لمتابع( )y f x  0عند النقطة 0 0( , ( ))P x f x  مع المحورOx  عندئذ

يكون لدينا:  
 

 
00

0 0

0 0

0 ( ) f xf x
f x x x

x x f x


   


نجد  xعوضاّ عن  1xوباستبدال  

 

 
0

1 0

0

f x
x x

f x
 


بأخذ المستقيم المماس لمتابع عند النقطة    1 1 1,P x f x  وباعادة نفس الحساب نجد

 

 

 

 

 

 
1 0 1

2 1 0

1 0 1

f x f x f x
x x x

f x f x f x
    

  
. 

0وبالمتابعة بنفس الطريقة نجد 

0

( )

( )

n
k

n

k k

f x
x x

f x

 


. 

. يعتمد نجاح طريقة نيوتن عمى شكل nxبالدقة المطموبة بأخذ  rعادلة يمكن الحصول عمى تقريب لمحل لمم
 التابع بجوار جذر المعادلة.
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 تطبيقات لحساب المشتقات8. 
1. ( )f x x  1في ىذه الحالة يكون لدينا المشتقy   
2. 2( )f x x  في ىذه الحالة يكون لدينا المشتق 2 2

d
x x

dx
 

3. 3( )f x x  في ىذه الحالة يكون لدينا المشتق 3 23
d

x x
dx

 

4. 4( )f x x  في ىذه الحالة يكون لدينا المشتق 4 34
d

x x
dx

 

5. ( ) nf x x  في ىذه الحالة يكون لدينا المشتق  1n nd
x nx

dx

 

6.    6 56f x x f x x   

7. 
2

1 1d

dx x x

 
  

 
 

8.   1

2

d
x

dx x
 

 
 مثال: 

ماىو مشتق التابع التالي: 
2

1
( )f x

x
 

   2 3

3

2
2

d
f x x x

dx x

       

 
 : مثال

)23ماىو مشتق التابع التالي:  )f x x 
   3 2 2/3 2/3 1 1/32 2

( )
3 3

d d
f x x x x x

dx dx

      

 
 مثال: 

)ماىو مشتق التابع  )f x x x 
1/2 3/2 3/2 1 1/23 3 3

( ) ( )
2 2 2

f x x x x x x f x x x x        
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 مثال: 
4أوجد النقاط لمتابع  2( ) 6 4f x x x    التي يكون فييا المماس أفقياً؟ 

 
 الحل: 

  كون المماس أفقياً عندما يكون ميمو يساوي الصفر أي أني  3 24 12 0 4 ( 3)f x x x x x      
0وىذا يكون محققاً عندما تكون:  ( ) 4x f x   

2أو عندما يكون  3 0 3x x     

 
 مثال:

)2أوجد مشتق التابع التالي:  ) 1h x x  
ىوعبارة عن تابع مركب من تابعين  نلاحظ أن ىذا التابع  ( ( ))h x f g x 

) حيث:  ( )) ( )f g x g x2و( ) 1g x x   
 ( ) ( ) ( )h x g x f g x    

لدينا  2g x x  و 
2

2
( )

2 1
f g x

x
 


 

 
2 2

1
2

2 1 1

x
h x x

x x
   

 
 

 
 مثال:

8ع أوجد مشتق التاب 5 4 3( ) 12 4 10 6 5f x x x x x x      
  7 4 38 12(5 ) 4(4 ) 6 0f x x x x      

  7 4 38 60( ) 16( ) 6f x x x x     
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 مثال:
)لنفرض أنو لدينا  )C x  تابع الكمفة الكمية لانتاجx  1وحدة من منتج معين. زيادة عدد الواحدات منx2ى إلx 

تؤدي إلى زيادة بالكمفة:    2 1C C x C x   2و 1x x x   
       2 1 1 1

2 1

C x C x C x x C xC

x x x x

   
 

  
 

 تابع الكمفة اليامشية ىو مشتق تابع الكمفة الكمية أي أنّ:
 

0
lim
x

dC C
C x

dx x 


  


 

xمع  1قريبة من الصفر ولكن نأخذىا تساوي  xقيماً طبيعية لايمكن أخذ تأحذ  xبما أن n :كبيرة 
   ( ) 1C n C n C n    

عادة نمثل تابع الكمفة بكثير حدود:   2 3C x a bx cx dx    
a  تمثل الكمفة الثابتة )أجار، تدفئة، صيانة،...( وبقية الحدود تمثل الكمفة المتغيرة )مواد أولية، أجور يد

 عاممة،.....(.
 

 تطبيق:
  210000 5 0.01C x x x   

  5 0.02C x x   
 وحدة ىي: 500الكمفة اليامشية عند انتاج 

 500 5 0.02(500) 15C     
 استخدام العلاقة التقريبية نجد:بينما ب

      2 2500 501 500 10000 5(501) 0.01(501) 10000 5(500) 0.01(500) 15.01C C C               

 وبالتالي نجد أنّ:
     500 501 500C C C   
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 مثال:
أوجد مشتق التابع التالي:  

3 2

1

1
f x

x x


 
 

يمكن كتابة ىذا التابع بالشكل  
1/3

2( ) 1f x x x


   :وبالتالي يصبح مشتقو 
         

4/3 4/3
2 2 21 1

1 1 1 2 1
3 3

d
f x x x x x x x x

dx

 

            

 
 مثال:

أوجد مشتق التابع   
9

2

2 1

t
f t

t

 
  

 
 

 بتطبيق اشتقاق التابع المركب نجد:

 
   

 

 

 

88 8

2 10

2 1 2 2 45 22 2 2
9 9

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

t t tt d t t
f t

t dt t t t t

          
        

         
 

 مثال:
 أوجد مشتق التابع التالي:
   

45 3( ) 2 1 1f x x x x    

         

             

           

4 45 53 3

3 45 43 3 3

3 45 43 2 3

2 1 1 1 2 1

2 1 4 1 1 1 5 2 1 2 1

4 2 1 1 3 1 10 1 2 1

d d
f x x x x x x x

dx dx

d d
f x x x x x x x x x x

dx dx

f x x x x x x x x

        

             

          
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 Derivativesمذاكرة المشتقات 
 المدة: ساعة ونصف  51علامة النجاح:     111العلامة العظمى: 

 لكل سؤال خمس علامات  
 اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة التالية:

 
)مشتق التابع  .1 ) 3f x x :ىو 

a) 
3

( )
2

f x
x

           

b) 
3

( )f x
x

  

c) 3
( )

2
f x x  

d) ( ) 3f x x  
 قواعد الاشتقاق وفقرة اشتقاق التوابع البسيطة.راجع فقرة  مساعدة:

 
مشتق التابع  .2

5

4
( )f x

x
 :ىو 

a) 
6

1
( ) 20f x

x
            

b) 
6( ) 20f x x   

c) 
4( ) 20f x x   

d) 
6

4
( )

5
f x

x
  

  تقاق وفقرة اشتقاق التوابع البسيطة.قواعد الاش راجع فقرة مساعدة:
 

مشتق التابع  .3
3

2
( )f x

x


 :ىو 

a) 4/32
( )

3
f x x            

b) 4/32
( )

3
f x x    

c) 
4/3( ) 6f x x    

d) 
3

2 1
( )

3
f x

x
  

 طة.قواعد الاشتقاق وفقرة اشتقاق التوابع البسي راجع فقرة مساعدة:
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1/3مشتق التابع  .4

100

5
( ) 4f x x

x

  :ىو 

a) 101 4/34
( ) 500

3
f x x x              

b) 101 4/34
( ) 500

3
f x x x    

c) 
101 4/3( ) 500f x x x    

d) 101 4/34
( ) 500

3
f x x x   

 قواعد الاشتقاق وفقرة اشتقاق التوابع البسيطة. راجع فقرة مساعدة:
 
1/3مشتق التابع  .5 5( ) 2 3 6f x x x    :ىو 

a) 2/3 42
( ) 15

3
f x x x             

b) 2/3 42
( ) 15

3
f x x x   

c) 2/3 42
( ) 15

3
f x x x   

d) 1/3 41
( ) 15

3
f x x x   

 قواعد الاشتقاق وفقرة اشتقاق التوابع البسيطة. راجع فقرة مساعدة:
 
مشتق التابع  .6 

10
( ) 2 1f x x  :ىو 

a)  
9

( ) 20 2 1f x x            
b)  

9
( ) 10 2 1f x x   

c)  
10

( ) 20 2 1f x x   
d)  

10
( ) 10 2 1f x x   

  اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة مساعدة:
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)مشتق التابع  .7 ) cosf x x x :ىو 

a) 
1

( ) cos sin
2

f x x x x
x

      

b) 1
( ) cos sin

2
f x x x x x   

c) 
1

( ) sin cos
2

f x x x x
x

   

d) ( ) cos sinf x x x x   
 قواعد الاشتقاق. راجع فقرة مساعدة:

 

مشتق التابع  .8
2sin

( )
x

x x
f x

e


 :ىو 

a) 
2cos 2 sin

( )
x

x x x x
f x

e

  
      

b) 
2

2

cos 2 sin
( )

x

x x x x
f x

e

   
  

c) 
2

2

cos 2 sin
( )

x

x x x x
f x

e

  
  

d) 

2sin 2 cos
( )

x

x x x x
f x

e

  
  

 قواعد الاشتقاق. راجع فقرة مساعدة:
 
مشتق التابع  .9 2

2( ) log 12f x x  :ىو 
a) 

 2

2
( )

12 ln 2

x
f x

x
 


     

b) 
 2

2
( )

ln 12 2

x
f x

x
 

 
 

 

c) 
 2

2
( ) ln 2

12

x
f x

x
 


 

d) 
 2

2
( )

12

x
f x

x
 


 

 اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة مساعدة:
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1مشتق التابع  .11
( ) sec( )

cos
f x x

x
  :ىو 

a) 
2

sin
( )

cos

x
f x

x
      

b) 
2

sin
( )

cos

x
f x

x
  

c) 
2

cos
( )

sin

x
f x

x
   

d) cos
( )

sin

x
f x

x
  

 قواعد الاشتقاق. راجع فقرة مساعدة:
 

مشتق التابع  .11  
2

2
2

( ) 1 1 1f x x
 

    
 

 ىو: 

a)        
2

2 2
( ) 8 1 1 1 1 1 1f x x x x

           
 

    

b)      
2

2 2
( ) 1 1 1 1 1f x x x

         
 

 

c)         
2

( ) 1 1 1 1 1 1f x x x x          

d)     
2

2
( ) 8 1 1 1 1f x x x

        
 

 

 اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة مساعدة:

 
)3يوجد لمتابع  .12 ) 3 2f x x x   :مماسان أفقيان عند النقاط 
a)    1,4 , 1,0    
b)    1,4 , 1,0 
c)    1, 4 , 1,0  

d)    1,4 , 1,0 

 المشتق يجب ان يكون معدوم ليصبح المماس أفقي فقرة تعريف المشتق مساعدة:
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)2مشتق التابع  .13 ) 2 6 4 26f x x x   :ىو 
a) 

2

12 4
( )

6 4 26

x
f x

x x


 

 
    

b) 
2

1 12
( )

2 6 4 26

x
f x

x x
  

 
 

c) 
2

4
( )

2 6 4 26
f x

x x


  

 
 

d) 
2

12 4
( )

6 4 26

x
f x

x x


 

 
 

 اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة ساعدة:م

 
مشتق التابع  .14 

8
( ) 5 9 25f x x  :ىو 

a)  
7

( ) 360 9 25f x x      

b)  
7

( ) 63 9 25f x x   
c)  

8
( ) 360 9 25f x x   

d)  
8

( ) 36 9 25f x x   
 اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة مساعدة:

 
3التابع لدينا  .15

( )
3

x
f x

x





مشتقو قيمة   2f  :تصبح 

a)  2 6f     

b)  2 2f   
c)  2 3f   

d)  2 1f   

 قواعد الاشتقاق. راجع فقرة مساعدة:

 
)لدينا التابع  .16 ) 2 1f x x  قو قيمة مشت 5f  :تصبح 

a)  
1

5
3

f      

b)  
1

5
9

f   

c)  5 1f   

d)  5 3f   
 اشتقاق التابع المركب. راجع فقرة مساعدة:
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لدينا التابع  .17 2 sin 1 / , 0
( )

0, 0

x x x
f x

x

 
 



قيمة مشتقو   0f  :تصبح 

a)  0 0f      

b)  0 1f   
c)  0 1f    

d)  0المشتق غير موجود عند. 

 فقرة تعريف المشتق راجع مساعدة:
 

3ليكن لدينا التابع المعرّف ضمنياً بالمعادلة  .18 23 5xy x xy    فيكونdy
y

dx
  :يساوي 

a) 
 
 

3

2

6

3

x y ydy
y

dx xy x

 
  


    

b)  36
dy

y x y y
dx

     

c)  23
dy

y xy x
dx

    

d) 
 
 

3x ydy
y

dx xy x


  


 

 الاشتقاق الضمني. راجع فقرة مساعدة:
 

2limماىي قيمة النياية  .19 x

x
x e 


؟ 

a)  
b) 1 
c) 1 
d) 0         

 قواعد اضافية لحساب النيايات. راجع فقرة مساعدة:
 

ماىي قيمة النياية  .21
2

2

3 5
lim

5 6 3x

x x

x x

 

 
 ؟

a) 3

5
           

b) 0 
c) 5

3
 

d)          
 قواعد اضافية لحساب النيايات. راجع فقرة مساعدة:
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 الإجابات الصحيحة
 

 الإجابة الصحيحة السؤال
 الخيار الأول 1
 الخيار الأول 2
 الخيار الأول 3
 الخيار الأول 4
 الخيار الأول 5
 الخيار الأول 6
 الخيار الأول 7
 الخيار الأول 8
 الخيار الأول 9
 الخيار الأول 10
 الخيار الأول 11
 الخيار الأول 12
 الخيار الأول 13
 الخيار الأول 14
 الخيار الأول 15
 الخيار الأول 16
 الخيار الأول 17
 الخيار الأول 18
 لرابعالخيار ا 19
 الخيار الثاني 20
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  Integralsالتكاملات : لسادساالفصل 
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 الكممات المفتاحية: 
التكامل المحدود، التكامل غير المحدود، التابع الاصمي، خصائص التكامل، التكامل بتغيير المتحول، التكامل 

ددية لحساب التكاملات المحدودة، المعادلات التفاضمية، المعادلات التفاضمية الخطية، بالتجزئة، الطرق الع
المعادلات التفاضمية الخطية من الدرجة الاولى والثانية بامثال ثابتة، المعادلة المتجانسة، المعادلة غير 

 لشروط الابتدائية.المتجانسة، الحل العام لمعادلة تفاضمية متجانسة، الحل الخاص لمعادلة تفاضمية، ا
 

 :الممخص
يقدم ىذا الفصل المفاىيم الأساسية لمتكامل المحدود والتكامل غير المحدود أو التابع الأصمي. تقدم خصائص 

التكامل غير المحدود لتابع  التكاملات المحدودة ونظرية القيمة الوسطى لمتكاملات. يعرّف التابع الأصمي أو
. تعرض التوابع الاصمية أو التكاملات غير المحدودة لبعض التوابع الاساسية. وتقدّم النظرية الأساسية لمحساب

تقدّم طريقة التكامل بتغيير المتحول وطريقة التكامل بالتجزئة وطريقة تكامل التوابع الكسرية. تقدم ثلاث طرق 
ون. يعرض عددية لحساب التكاملات المحدودة ىي طريقة المستطيلات وطريقة شبو المنحرف وطريقة سمبس

تطبيق حساب طول قوس باستخدام التكامل المحدود لتابع. تقدّم المعادلات التفاضمية الخطية بامثال ثابتة من 
 الدرجة الأولى والثانية وطرق حميا.

 
 الأهداف التعميمية: 

 يتعرف الطالب في ىذا الفصل عمى النقاط التالية:
 خصائص التكاملات المحدودة 
  لمتكاملاتنظريتي القيمة الوسطى 
 التابع الأصمي أو التكامل غير المحدود والنظرية الأساسية في الحساب 
 التوابع الاصمية لبعض التوابع المعروفة 
 التكامل بتغيير المتحول والتكامل بالتجزئة ومكاممة التوابع الكسرية 
 الطرق العددية لحساب التكاملات 
 رجة الأولى ومن الدرجة الثانية وحمياالمعادلات التفاضمية الخطية مع أمثال ثابتة من الد 
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 :مقدمة 
)التكامل ىو العممية العكسية للاشتقاق. إذا كان لدينا التابع  )f x  والتابع( )F x  بحيث( ) ( )F x f x   نقول

) أنّ التابع )F x ي لمتابع ىو التابع الأصم( )f x تطورت التكاملات لحل مسائل تحديد أطوال ومساحات .
 وحجوم. ستقدم النقاط التالية في ىذا الفصل:

 خصائص التكاملات المحدودة 
 نظريتي القيمة الوسطى لمتكاملات 
 التابع الأصمي أو التكامل غير المحدود 
 النظرية الأساسية في الحساب 
 صمية لبعض التوابع المعروفةالتوابع الا 
 التكامل بتغيير المتحول 
 التكامل بالتجزئة 
 مكاممة التوابع الكسرية 
 الطرق العددية لحساب التكاملات 
 المعادلات التفاضمية الخطية مع أمثال ثابتة من الدرجة الأولى ومن الدرجة الثانية 

 
 التكامل المحدود1. 

)ن بيان التابع ليكن المطموب تحديد المساحة المحصورة بي )y f x  والمحور الأفقيOx  والمستقيمين
x,العمودين  a x b   (.1)الشكل 

 

 
 التوصيف الهندسي لمتكامل المحدود 1الشكل 
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]لنقسّم المجال  , ]x a b  إلىn  مجال جزئي بالنقاط
1 2 3 1, , , , nx x x x 

ونختار في كل مجال جزئي  
1 1 2 2 3 3 4 1] , [,] , [, ] , [, ] , [, , ] , [na x x x x x x x x b

نقطة ولتكن  nنقطة ليصبح لدينا  
1 2 3, , , , n    

ونشكّل المجموع 
1 1 2 2 1( )( ) ( )( ) ( )( )n nf x a f x x f b x        ونكتب 

0 1, ,n k k kx a x b x x x      نجد 
1

1 1

( )( ) ( )
n n

k k k k k

k k

f x x f x 

 

     يمثّل ىذا المجموع

0kxبحيث يصبح لدينا  n. لنزيد عدد المجالات الجزئية 1مساحة كل المستطيلات في الشكل    وبذلك
)لمتابع  bو aنحصل عمى التكامل المحدود بين  )f x :ونكتب 

 
1

( ) lim

b n

k k
n

ka

f x dx f x




  

]يدعى المجال  , ]a b  مجال التكامل وتدعى النقطتانa وb  طرفي التكامل. يمكن إيجاد النياية في العلاقة
]ان التابع مستمراً عمى المجال السابقة إذا ك , ]x a b  أو مستمرّاً بشكل قطّعي(. نقول أنّ التابع(( )f x  قابل

]لمتكامل عمى المجال  , ]a b .إذا كانت النياية السابقة موجودة 
)المحصورة بين بيان التابع ىندسياً تمثّل قيمة ىذا التكامل المحدود المساحة  )y f x والمحورOx 

x,والمستقيمين الشاقوليين  a x b   وذلك إذا كان( ) 0, [ , ]y f x x a b    إذا كانت قيم التابع .
( )y f x تكامل المحدود الجمع الجبري بين قيم المساحات الموجودة أعمى موجبة وسالبة عندئذ تمثّل قيمة ال

 سالبة. Oxموجبة والمساحات أسفل المحور Oxبحيث تكون قيم المساحات أعمى المحور Oxوأسفل المحور 
 

 تعريف القياس الصفري:
من النقاط أنّ قياسيا صفر إذا كان مجموع أطوال المجالات التي تحوي جميع النقاط يمكن أن  نقول عن مجموعة

(. يمكن البرىان عمى أنّ أي عدد قابل لمعد من النقاط من محور تكون صغيرة )أصغر من أي عدد موجب 
 الأعداد الحقيقية قياسيا صفر.

 
 نظرية:

)إذا كان التابع  )f x  محدوداً ضمن المجال[ , ]x a b  فيكون الشرط اللازم والكافي لوجود التكامل المحدود

( )

b

a

f x dx  ىو أن تكون مجموعة نقاط الانقطاع لمتابع( )f x .قياسيا صفر 
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 نظرية: 
) إذا كان التابع )f x  مستمراً عمى المجال[ , ]x a b :فيكون لدينا 

1

( )
lim ( )

bn

n
k a

b a k b a
f a f x dx

n n


  
  

 
  

)أي بذلك نكون قد أخذنا المجالات بطول واحد  ) /x b a n    والنقاط( )
k

k b a
a

n



   :فيكون لدينا

1 1

( )
lim ( ) lim ( )

bn n

k k
n n

k k a

b a k b a
f x f a f x dx

n n


 
 

  
    

 
  . 

 
 : مثال

اكتب النياية 
1

1
lim

n

n
k

k
f

n n


 
 
 

 كتكامل محدود؟ 

,0لنأخذ  1a b  :وبتطبيق النظرية السابقة نجد 
1

1 1 0

( ) 1
lim lim ( )

n n

n n
k k

b a k b a k
f a f f x dx

n n n n 
 

    
     

   
   

 
 مثال: 

اكتب التكامل المحدود 
1

2

0

x dx كنياية مجموع واحسب قيمتو؟ 

لدينا 
2 2

2

2
( ) ,

k k k
f x x f

n n n

   
     

   
 ومن المثال السابق نجد: 

12
2

2
1 0

1
lim

n

n
k

k
x dx

n n


  

 ولكن لدينا:

 

1 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 3

0

3

1 1 2 3 1 2 3
lim lim

1 1/ (2 1 / )( 1)(2 1) 1
lim lim

6 36

n n

n n

n n
x dx

n n n n n n

n nn n n

n

 

 

     
      

 

  
  


 

 الرياضي أنّ: يمكن البرىان بالاستقراءلأنّو 
2 2 2 2 1

1 2 3 ( 1)(2 1)
6

n n n n       

1nفالعلاقة صحيحة من أجل    2حيث 1
1 (1)(2)(3) 1

6
  
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nالعلاقة صحيحة من أجل  لنفترض أنّ  k  2فنجد 2 2 2 1
1 2 3 ( 1)(2 1)

6
k k k k       

بجمع  
2

1k  :لطرفي العلاقة السابقة نجد 
2 2 2 2 2 2

2

1 1
1 2 3 ( 1) ( 1)(2 1) ( 1) ( 1) (2 1) ( 1)

6 6

1 1
( 1)(2 7 6) ( 1)( 2)(2 3)

6 6

k k k k k k k k k k

k k k k k k

 
                 

 

       

1nأي أن العلاقة صحيحة من أجل  k   1وبما أنيا صحيحة من أجلn   2فيي صحيحة من أجلn  
,3ومن أجل  4, 5,n n n  . 

)2ونتيجة حساب التكامل المحدود في ىذا المثال تبين أنّ المساحة المحصورة بين بيان التابع  )f x x 

,0والمستقيمين  Oxوالمحور  1x x   تساوي
`

2

0

1

3
x dx . 

 
 ونجد: 2xيمكن ايجاد النتيجة في المثال السابق من خلال معرفة التابع الأصمي لمتابع  ملاحظة:

1
1

2 3 3 3

0
0

/ 3 1 / 3 0 / 3 1/ 3x dx x    . 

 
 خصائص التكاملات المحدودة1.1. 

)ليكن لدينا التابعين  ), ( )f x g x  قابمين لمتكامل المحدود عمى المجال[ , ]x a b :لدينا 

وع أو طرح تابعين مالتكامل المحدود لمج .1 ( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

f x g x dx f x dx g x dx     

)بتابع  Aتكامل جداء ثابت  .2 ) ( ) ,

b b

a a

Af x dx A f x dx A   

)إذا كان التابع  .3 )f x  يكون لدينا قابل لمتكامل المحدود في المجالين

( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

)التكامل عمى مجال طولو صفر يساوي الصفر  .4 ) 0

a

a

f x dx  

)لدينا  .5 ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx   

)إذا كانت قيم التابع  .6 )m f x M   محدودة بين قيمتين من أجلa x b   حيث,m M  ثابتين

)يكون لدينا  ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a     

[ , ], [ , ]x a c x c b 
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)إذا كان لدينا  .7 ) ( ), [ , ]f x g x x a b    يكون لدينا( ) ( )

b b

a a

f x dx g x dx  

)القيمة المطمقة لمتكامل المحدود  .8 ) ( ) ,

b b

a a

f x dx f x dx a b   

 
 مثال: 

مة نياية التكامل المحدود أوجد قي
2

2 2

0

sin
lim
n

nx
dx

x n



 ؟ 

لدينا 
2 2 2

2 2 2 2 2 2

0 0 0

sin sin 1 2nx nx
dx dx dx

x n x n n n

  


  
    

وبالتالي: 
2 2

2 2 2 2

0 0

sin sin
lim 0 lim 0
n n

nx nx
dx dx

x n x n

 

 
  

   

 
 نظريتي القيمة الوسطى لمتكاملات2.1. 

تعمم النظرية الأولى فكرة إيجاد متوسط حسابي لمجموعة أعداد إلى متوسط تابع مستمر ضمن مجال. تشكّل 
 وتعرّف وسطي مثقّل لتابع مستمر. ية الثانية توسعة لمنظرية الأولىنظر ال

لنأخذ عممية حساب المتوسط الحسابي لدرجات الحرارة عند الساعة الثانية عشر ظيراً في مكان محدد لفترة 
أسبوع. يمكن ذلك بقياس سبع درجات حرارة وجمعيا وتقسيم ناتج الجمع عمى سبعة. لنعمم مفيوم المتوسط 

لحسابي لمحصول عمى متوسط درجة الحرارة خلال أسبوع عندئذ تصبح المسألة أكثر تعقيداً لأنّ الحرارة تابع ا
 لحل ىذه المسألة. ن استخدام التكامل المحدودمستمر. يمك

)ليكن لدينا التابع  )y f x  مستمراً ضمن المجال[ , ]x a b اماً وقيمو موجبة تم( ) 0f x   ضمن ىذا
]المجال. نضيف مجموعة من النقاط تقسّم المجال  , ]x a b  إلى قطع متساوية الطول

0 1 2, , , , na x x x x b   1عندئذ كل القيمk k kx x x     متساوية نرمز لياkx x    ونجد
b a n x   لتكن .k  1النقطة الوسطى  من المجال,k kx x  وقيمة التابع عند ىذه النقطة( )kf   يكون

 وسطي قيم التابع عند ىذه النقاط ىو:
 1 2 31 2 3

1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1
( )

n
nn

k k

k

f f f f xf f f f
f

n n x b a

      
 



       
  

 


 لوسطى لمتابع عند القيم الوسطى لممجالات ونجد:تقدم العلاقة السابقة القيمة ا

1

1 1
lim ( ) ( )

bn

k k
n

k a

f f x dx
b a b a

 




 
 
  

)تعرّف ىذه العلاقة القيمة الوسطى لمتابع المستمر  )f x ضمن المجال [ , ]x a b . 
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)بما أنّ التابع  )f x  مستمر ضمن المجال[ , ]x a b  فيوجد قيمتين صغرى وعظمى لمتابع ضمن ىذا المجال
)بحيث  ) , [ , ]m f x M x a b    :ولدينا العلاقة التالية 

( ) ( ) ( )

b

a

m b a f x dx M b a    

1وبالتالي: 
( )

( )

b

a

m f x dx M
b a

 
   

 

 التكامل المحدود 2الشكل 
 

]بما أنّ التابع مستمر عمى المجال  , ]a b  توجد نقطةx   بحيث[ , ]a b  و( )m f M   :بحيث
1

( ) ( )

b

a

f f x dx
b a

 
 . 

 
 نظرية القيمة الوسطى:

)إذا كان التابع  )f x  مستمراً عمى المجال[ , ]a b  توجد نقطة[ , ]a b  :بحيث 

( ) ( ) ( )

b

a

f x dx b a f   . 
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 نظرية القيمة الوسطى المعممة:
)إذا كان التابعين  ), ( )f x g x  مستمرين عمى المجال[ , ]a b  والتابع( )g x يغير إشارتو ضمن المجال  لا

[ , ]a b  عندئذ توجد نقطة[ , ]a b  :بحيث 

( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a

f x g x dx f g x dx   

)نجد أنّ ىذه العلاقة تعيد علاقة النظرية السابقة من أجل  ) 1g x . 
 

 التابع الأصمي أو التكامل غير المحدود2. 
 لأصمي ىي عممية معاكسة لعممية الاشتقاق. التكامل المحدود أو إيجاد التابع ا

 
)يدعى التابع  تعريف: )F x  الذي يحقق( ) ( )F x f x   بالتابع الأصمي أو التكامل غير المحدود لمتابع

( )f x وىذا التابع .( )F xي ثابت لو يبقى تابع أصمي لأنّ:غير وحيد لأنّ إضافة أ 
 ( ) ( ) ( )F x c F x f x    

)وبالتالي نكتب  ) ( )f x dx F x c  
 

)أي تابعين أصميين  نظرية: ), ( )F x G x  لمتابع( )f x :يختمفان عمى الأكثر بثابت أي 
( ) ( )F x G x c . 

 
)2تابع الأصمي لمتابع ماىو ال مثال: )f x x؟ 

3
2( )

3

x
F x x dx c   

 يمكن تمثيل التكامل غير المحدود )التابع الأصمي( بتكامل محدود وفق العلاقة التالية: ملاحظة:

( ) ( )

x

c

f x dx f t dt  

نّ التكامل المحدود لتابع يعتمد عمى يظير متحول التابع كحد أعمى لمتكامل المحدود. تبين العلاقة السابقة أ
 طرفي التكامل والتابع ويمكن تغيير اسم متحول التكامل.
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 النظرية الأساسية لمحساب3. 
 نظرية: 

)ليكن التابع  )f x  قابل لمتكامل عمى المجال المغمق[ , ]a b  وليكنa c b  رّف التابع:نع 

( ) ( ) ,

x

c

F x f t dt a x b   

)ويكون المشتق  )F x  موجود عند كل نقطة من نقاط المجال المفتوح] , [a b  حيث( )f x مستمر و
( ) ( )F x f x . 

 
 نظرية: 
)أنّ التابع نفترض  )f x  قابل لمتكامل عمى المجال المغمق[ , ]a b  ومستمر عمى المجال المفتوح] , [a b ليكن .

( )F x  أي تابع أصمي يحقق( ) ( )F x f x   لكل] , [x a b إذا كان .a c b   عندئذ لأي] , [x a b 

)نجد  ) ( ) ( )

x

c

f t dt F x F c  

ذا كان التابع  )وا  )f x  مستمر عمى المجال المغمق[ , ]a b :يكون لدينا 

( ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a  

)ىذه العلاقة تبين أنّ التكامل المحدود لمتابع  )f x  نحصل عميو من فرق قيمتي التابع الأصمي بين طرفي مجال
 في التكامل المحدود. ليظير ثابت التكام التكامل ولذلك لا

 

أوجد  مثال:
2

2

1

x dx؟ 

)2نلاحظ أنّ  )F x x   وبالتالي
3

( )
3

x
F x c  :ّأي أن 

2 3 3
2

1

2 1 7

3 3 3
x dx c c

   
       
   

 

 نجد أنّ ثابت التكامل غير المحدود يختفي بسبب عممية الطرح لذلك يمكن حذفو من البداية وكتابة:
2 3 3

2

1

2 1 7

3 3 3
x dx

   
     
   

 

 ملاحظة: 
)يمكن أن يكون طرفي مجال التكامل لمتكامل المحدود متحولان. إذا كان لدينا  ) ( )F x f x  ا: يكون لدين

( )

( )

( ) ( ( )) ( ( ))

v x

u x

f t dt F v x F u x  
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 مثال: 

 
coscos 2

2 2

sin sin

cos sin / 2
2

xx

x x

t
tdt x x

 
   
 

 

 
 التوابع الأصمية لبعض التوابع المألوفة4. 

لكل نتيجة والتحقق يتم  cيمكن الحصول عمى التوابع الاصمية التالية مع ملاحظة أنّو يجب اضافة ثابت تكامل
 ان يكون الناتج التابع المطموب مكاممتو:  باشتقاق التابع الأصمي ويجب

 
1

, \ { 1}
1

n
n x

x dx n
n



  
 

 ln
dx

x
x

 
 sin cosxdx x  
 cos sinxdx x 
 tan ln cosxdx x  
 cot ln sinxdx x  
  sec ln sec tan ln tan / 2 / 4xdx x x u     

1تذكرة:  1 1 cos
csc ,sec ,cot

sin cos tan sin

x
x x

x x x x
    

 csc ln csc cot ln tan / 2xdx x x u   
 2sec tanxdx x 
 2csc cotxdx x  
 sec tan secx xdx x 
 csc cot cscx xdx x  

 , 0, 1
ln

x
x a

a dx a a
a

   

 *1
,ax axe dx e a

a
  

 sinh coshxdx x 
 cosh sinhxdx x 
 tanh lncoshxdx x 
 coth ln sinhxdx x 

 
2

arcsin , ] 1,1[
1

dx
x x

x
  


 
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 
2

arctan
1

dx
x

x



 

 

 

 

2

2

2

2

ln 1 , ]1, [
1

ln 1 , ] , 1[
1

dx
x x x

x

dx
x x x

x

    


       






 

 2

2
ln( 1)

1

dx
x x

x
  


 

 
1أوجد النياية التالية  مثال: 1 1 1

lim
1 2 3n n n n n n

 
    

    
 ؟

 يمكن كتابة النياية بالشكل التالي:
11

1 0 0

1 1 1 1 1 1 1
lim lim ln 1 ln 2

1 1/ 1 2 / 1 3 / 1 / 1 / 1

n

n n
k

dx
x

n n n n n n n k n x 


 
                 

 

 لأنّو قد وجدنا في مثال سابق أنّ:
1

1 1 0

( ) 1
lim lim ( )

n n

n n
k k

b a k b a k
f a f f x dx

n n n n 
 

    
     

   
   

 
1برىن أنّ  مثال: 2 3 ( 1)

lim sin sin sin sin 1 cos
n

t t t n t
t

n n n n n

 
      

 
 ؟

,0لنأخذ  , ( ) sina b t f t x   لعلاقة:في ا  

1 1 1 0

( ) 1 1
lim lim lim sin sin( ) 1 cos

tn n n

n n n
k k k

b a k b a kt kt
f a f x dx t

n n n n n n  
  

      
          

     
    

sinولكن نلاحظ أنّ 
lim 0
n

t

n
 بالتالي 

1

1 1 0

1 1
lim sin lim sin sin( ) 1 cos

tn n

n n
k k

kt kt
x dx t

n n n n



 
 

   
      

   
   
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 التكامل بتغيير المتحول5. 
)يمكن في بعض الحالات أن يكون حساب التكامل غير المحدود  )f x dx  غير سيل مباشرة. قد يكون من

)عبر التحويل  tإلى  xغيير المتحول المفيد ت )x g t  وبالتالي( )
dx

g t
dt

  فيصبح لدينا 

( ) ( ( )) ( )f x dx f g t g t dt    1وبعد إيجاد الحل نعوض( )t g x. 

)لمتكامل المحدود  يمكن تطبيق نفس الطريقة ) ( ( )) ( )

b

a

f x dx f g t g t dt





   حيث 

( ) , ( )g a g b    1وبالتالي 1( ), ( )g a g b     يجب أن يكون التابع( )f x  مستمر عمى المجال
[ , ]a b  والتابع( )g t شتقو مستمر عمى المجال يجب أن يكون مستمر وم[ , ]t  . 

 
 يمكن من قاعدة تغيير المتحول ايجاد التكاملات التالية بسيولة: مثال:

( ) ( )( ) f x f xf x e dx e c    
( )

ln( ( ) )
( )

f x
dx f x c

f x


  

( )
2 ( )

( )

f x
dx f x c

f x


  

 
أوجد التكامل غير المحدود لمتابع  مثال:

2
( )

1

x
f x

x



 ؟

2

2 2

1 2
1

21 1

x x
dx dx x c

x x
   

 
  

 

أوجد التابع الأصمي لمتابع  مثال:
2

3

1
( )

3 1

x
f x

x x




 
 ؟

2
3

3

1 3( 1) 1
( ) ln( 3 1)

3 33 1

x
f x dx dx x x c

x x


    

   

 
)2أوجد التكامل غير المحدود لمتابع  مثال: 2)sin( 4 6)x x x  ؟ 

2( 2)sin( 4 6)x x x dx    2نأخذ المتحول 4 6u x x   :وبالتالي نجد 
1

(2 4) ( 2)
2

du x dx x dx du      

 وبالتالي:
 21 1 1

sin cos cos 4 6
2 2 2

u du u c x x c        
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 أو بطريقة أخرى يمكن كذلك كتابة:
2 1

( 2)sin( 4 6) ( ( )) ( )
2

x x x dx f g x g x dx      

)2حيث:  ) 4 6 ( ) 2( 2)g x x x g x x      :وبالتالي 
2 21 1

( 2)sin( 4 6) ( ( )) ( ) cos( 4 6)
2 2

x x x dx f g x g x dx x x c           

 
cot(lnأوجد التكامل غير المحدود  مثال: )x

dx
x 

)نلاحظ أنّ ىذا التكامل من الشكل  ( )) ( )f g x g x dx  1حيث
( ) ln ( )g x x g x

x
   

cot(lnوبالتالي  )
ln sin(ln )

x
dx x c

x
  

 
 التكامل بالتجزئة6. 

)ليكن لدينا التابعين  ), ( )f x g x داء التابعين يعطى مستمرين وقابمين للاشتقاق ونلاحظ أنّو لدينا مشتق ج
 بالعلاقة:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x f x g x       
)أي أنّ  ) ( )f x g x  ىو تابع أصمي لمتابع( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x    :ويمكن أن نكتب 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x f x dx f x g x f x g x dx       
]ويمكن تطبيق العلاقة عمى المجال  , ]a b امل المحدود:لنحصل عمى علاقة التك 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b
b

a

a a

g x f x dx f x g x f x g x dx       

 

أوجد  مثال:
1

0

arctanI x xdx  

)يمكن اختيار  ) arctang x x  و
21

( ) ( )
2

x
f x f x x


   :وبالتالي يمكن كتابة 


1 1

1

0

0 0

11 12 2

2

0 00

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
arctan arctan

2 2 4 21

g x f x dx f x g x g x f x dx

x x
I x xdx x dx

x



     

 
     



 

 
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أوجد التكاملات المحدودة مثال: 
1

2

0

1
,

(1 )
n n

I dx n
x

 
 

لاحظ أنّ ن
0 1I   ّوأن

1
1

1 2 0

0

arctan
41

dx
I x

x


  

  

1nومن أجل   :ّفإن 
1 1 1 12

1 2 2 1 2 1 2 1

0 0 0 0

1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
n n n n n n

x x
I I dx dx dx x dx

x x x x
   

     
       

 ولكن لدينا:

 

 

   

1
2

2 1
2 2 2

11
2 2

1 1 1

n

n n n

x x x
n n

x x x





  
       
   
 

 

 وبالتالي:

   

1 1

1 1 22
0 0

1

11
n n n

x
I I x dx x dx

xx
 

 
     
   

  

   

1

1

1 1
2 2

0
0

1 1 1 1

2 2 21 1
n n nn n n

x
I I dx I

n n nx x
 

 
           

 

1 1

2 1 1
, 1

2 2
n n n

n
I I n

n n
 


   


 

 وىكذا نكون قد حصمنا عمى قيم التكاملات المطموبة بعلاقة تدريجية فاصبح لدينا

1 2 1 3 22 4

1 1 2 3 1 8 3

4 2 8 4 322 2
I I I I I

   
         

 مثال: 
a,ليكن  b   بحيث*,a b p  :والمطموب إيجاد 

sin , cos

b b

px px

a a

I e xdx J e xdx   

 نلاحظ أنّ:

 sin cos cos cos

bb b b

px px px px

a a aa

I e xdx e x dx e x p e xdx         

cos cospa pbI e a e b pJ    
 وبشكل مشابو نجد:

 cos sin

b b

px px

a a

J e xdx e x dx   
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sin sin

b
b

px px

a
a

J e x p e xdx   

sin sinpb paJ e b e a pI   
I,ومن علاقتي  J :نجد 

    

    

2

2

1
cos sin cos sin

1

1
sin cos sin cos

1

pa pb

pb pa

I e a p a e b p b
p

J e b p b e a p a
p

   


   


 

 
 مكاممة التوابع الكسرية7. 

)ليكن التابع الكسري  )
( )

( )

P x
R x

Q x
  حيث( )P x و( )Q x  كثيري حدود أوليين فيما بينيما ودرجة( )Q x 

)أكبر تماماً من الصفر ودرجة  )P x  أصغر من درجة( )Q xابع كسرية بع كمجموع تو . يمكن كتابة ىذا التا
بسيطة من الشكل الأول 

 
r

A

ax b
أو من الشكل الثاني  

 2
r

Ax B

ax bx c



 
. 

 
أوجد مثال:

  
6

3 2 5

x
dx

x x



  

  
6

3 2 5 3 2 5

x A B

x x x x


 

   
 

نضرب طرفي العلاقة السابقة بـ Aلحساب  3x   3ونعوضx  :فنجد 

   
6 6 3 3

( 3)
2 5 1 2 5 2 3 5 11

x A B
x A A

x x

 
      

   
 

بشكل مشابو نضرب طرفي العلاقة السابقة بـ Bولحساب  2 5x   5ونعوض / 2x   :فنجد 

   
 

 
 

 
6 6 ( 5 / 2) 17 / 2 17

2 5 2 5
3 3 2 5 5 / 2 3 11/ 2 11

x A B
x x B B

x x x

  
         

     
 

 ن حساب التكامل:وعندىا يمك

  
6 3 /11 17 /11 3 17

ln 3 ln 2 5
3 2 5 3 2 5 11 22

x
dx dx dx x x c

x x x x

 
      

      
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أوجد  مثال:
  

4

3
1 2

dx

x x  

 نقوم بكتابة الكسر كمجموع كسرين بسيطين:

  
1

1 2 1 2

A B

x x x x
 

   
 

)نضرب طرفي المساواة بـ Aلحساب  1)x   1ثم نعوضx   1فنجدA   
)نضرب طرفي المساواة بـ Bولحساب  2)x   2ثم نعوضx   1فنجدB  :وبالتالي 

  
1 1 1

1 2 1 2x x x x


 

   
 نعوض بالتكامل 

  
      

4 4 4
4 4

33
3 3 3

1 1
ln 1 ln( 2) ln3 ln 2 ln 2 ln1

1 2 1 2

4
ln3 ln 4 ln

3

dx
dx dx x x

x x x x


              

   

  

 
 التكاملات المعتمّة8. 

]إذا كان مجال التكامل  , ]a b  غير منتو أو إذا كان التابع( )f x  غير معرّف أو غير محدود عند نقطة أو أكثر
]من المجال  , ]a b وم النياية ليذه الحالات.عندئذ يدعى التكامل معتلّ. يمكن استخدام مفي 

 
 مثال: 

2 2 0

0 0

lim lim arctan lim arctan
1 1 2

M
M

M M M

dx dx
x M

x x




  
   

   

 مثال: 

 
11 1

0 0 0
0

lim lim 2 lim 2 2 2
dx dx

x
x x  

 


    

    
  

 
 مثال: 

  
1 1

1

0 0 0
0

lim lim ln lim ln
dx dx

x
x x   




    

     .النياية غير موجودة والتكامل متباعد أو غير موجود 
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 الطرق العددية لحساب التكاملات المحدودة9. 
المحدودة عندما يكون من غير الممكن حساب التكامل بشكل تحميمي تستخدم طرق عددية لتقدير التكاملات 

]دقيق. تعتمد الطرق العددية التالية عمى تقسيم مجال التكامل  , ]a b  إلىn  مجال جزئي باطوال متساوية
 b a

x
n


 

. نكتب لمتبسيط     , 0,1,2,3, ,k kf a k x f x y k n     تتحسن دقة الحساب .
 .nبالحالة العامة كمما ازدادت قيمة 

 
 طريقة المستطيلات1.9. 

 تعتبر أبسط طريقة تكامل عددي ويعطى التكامل المحدود ليذه الطريقة من العلاقة التالية:

   0 1 2 1

b

n

a

f x dx x y y y y       

 رى لأنيا تستخدم النقاط عمى يسار المجال.وتسمى ىذه العلاقة بقاعدة اليد اليس
 أو يمكن أن يحسب التكامل وفق قاعدة اليد اليمنى التالية:

   1 2 3

b

n

a

f x dx x y y y y      

 
 طريقة شبه المنحرف2.9. 

)نحصل عمى التكامل وفق ىذه الطريقة بتقريب بيان التابع  )f x التالية: إلى قطع مستقيمة ونستخدم العلاقة 

   0 1 2 3 12 2 2 2
2

b

n n

a

x
f x dx y y y y y y


      

 
 

 طريقة سيمبسون3.9. 
 نحصل عمى التكامل المحدود بطريقة سيمبسون من العلاقة التالية:

   0 1 2 3 4 5 2 14 2 4 2 4 2 4
3

b

n n n

a

x
f x dx y y y y y y y y y 


          

)تعتمد ىذه الطريقة عمى تقريب بيان التابع  )y f x من  إلى مجموعة أجزاء أقواس قطع مكافئ كل واحد منيا
2yالشكل  ax bx c   :لدينا 

2 22 6
3

h

h

h
ax bx c dx ah c



          

,تحسب ثوابت القطع  ,a b c  بأخذ ثلاث نقاط من نقاط القطع وىي     0 1 2, , 0, , ,h y y h y :وبالتالي 
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 2

0

1

2

2

2

0 1 2

( )

4 2 6

y a h b h c

y c

y ah bh c

y y y ah c

    



  

    

 

 وبالتالي نحصل عمى التكامل:

   1 1 0 1 2 3 4 5 6 2 1

1

4 4 2 4 2 4 2 2 4
3 3

n

k k k n n n

k

h x
y y y y y y y y y y y y y   




            

 تعطي طريقة سيمبسون تقريباً أفضل من الطريقتين السابقتين لممنحنيات.
 

 

 أقواس قطوع مكافئة طريقة سيمبسون 3الشكل رقم 
 

 مثال: 

احسب تقريب لمتكامل المحدود 
1

2

0
1

dx

x
باستخدام طريقة شبو المنحرف وطريقة سيمبسون مع تقسيم المجال  

 إلى أربع قطع متساوية. [0,1]
التابع 

2

1
( )

1
f x

x



1ولدينا   0

0.25
4 4

b a
x

 
     سنستخدم أربعة أرقام بعد الفاصمة لتمثيل جميع

 القيم العددية التالية.
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0 1 2

3 4

(0) 1.0000, (0.25) 0.9412, (0.5) 0.8000,

(0.75) 0.6400, (1) 0.5000

y f y f y f

y f y f

     

   
  

 
 طريقة شبو المنحرف:

   0 1 2 3 4

0.25
2 2 2 1.0000 2(0.9412) 2(0.8000) 2(0.6400) 0.5000 0.7828

2 2

x
y y y y y


         

 
 ون:طريقة سيمبس

   0 1 2 3 4

0.25
4 2 4 1.0000 4 0.9180 2 0.8000 4 0.6400 0.5000 0.7854

3 2

x
y y y y y


            

0.7854القيمة الدقيقة ليذا التكامل ىي 
4


. 

 
 حساب طول قوس10. 

 يمكن تقدير قوس مع الفرضيات التالية:
 لايتقاطع القوس مع نفسو. .1
 يوجد مستقيم مماس لكل نقطة من نقاط القوس .2
 يتغير المماس بشكل مستمر عمى القوس. .3

 لمستوي ومن الممكن استخدام تمثيل احداثيات القوس باستخدام متحول مساعد وبفرض أنو في ا
( ), ( )x f t y g t   يتم تقريب طول القوس إلى مجموع أطوال قطع مستقيمة ونحصل عمى طول كل قطعة

k  من العلاقة   
2 2

x y    حيث
1 1,k k k k k kx x x y y y        ويحسب الطول الكمي

لمقوس من العلاقة التالية     2 2

1

lim
n

k k
n

k

x y




    أو
2

1

lim 1
n

k

k
n

k k

y
x

x


 
  

   
   

 :ونجد 

    
2 2

2 2
( ) ( )

b b

a a

dx dy
L f t g t dt dt

dt dt

 
    

        
     

  

أو بتغيير المتحول يمكن الحصول عمى العلاقة:
2( )

( )

1

f b

f a

dy
L dx

dx

   
   

   
 
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2yأوجد طول القوس من القطع المكافئ  مثال: x  0بينx  1وx ؟ 
 طول القوس المطموب يعطى بالعلاقة التالية:

   
1 1 1

2 2 2

0 0 0

1 / 1 2 1 4L dy dx dx x dx x dx        

2لحساب ىذا التكامل نغير المتحول  22 4u x u x    1وكذلك
2

2
du dx dx du    وحدود التكامل

0 0x u   1و 2x u   :وبالتالي 

   
21 2

2 2 2 2

00 0

1 1 1 1
1 2 1 1 ln 1

2 2 2 2
L x dx u du u u u u

 
          

 
  

 1 1
5 ln 2 5

2 4
L    

 
 المعادلات التفاضمية الخطية مع أمثال ثابتة من الدرجة الأولى ومن الدرجة الثانية11. 
وعدد من مشتقاتو  yوالتابع المجيول  xالمعادلة التفاضمية ىي علاقة ربط بين المتحول  تعريف:

, , ,y y y   أي أن حل المعادلة التفاضمية أو تكامل المعادلة التفاضمية ىو ايجاد علاقة الربط لمتابع .
( )y f x  المعادلة التفاضمية. وتدعى المعادلة التفاضمية من وليس ايجاد عدد. ويحقق ىذا التابع مع مشتقاتو

 ىي أكبر مرتبة اشتقاق تظير لمتابع ضمن المعادلة. nحيث  nالدرجة 
 

 مثال:
32yمعادلة تفاضمية من الدرجة الأولى  x   

75ى معادلة تفاضمية من الدرجة الأول 12 xy y e   
8معادلة تفاضمية من الدرجة الثانية  16 0y y y    

نعرّف المعادلة التفاضمية الخطية من الدرجة الثانية بامثال ثابتة بأنيا المعادلة التي ليا الشكل العام  تعريف:
2التالي:  1 0 2( ), 0a y a y a y f x a      0حيث 1 2, ,a a a.ثوابت حقيقية 

2تدعى المعادلة التفاضمية متجانسة عندما تكون من الشكل  1 0 0a y a y a y     أي الطرف الأيمن من(
)المعادلة  ) 0f x  .) 

2ير متجانسة عندما تكون من الشكل وتدعى معادلة تفاضمية غ 1 0 ( ) 0a y a y a y f x      الطرف
 الأيمن لممعادلة غير معدوم.

نعرّف المعادلة التفاضمية الخطية من الدرجة الأولى بأمثال ثابتة بأنيا المعادلة التي ليا الشكل العام التالي: 
1 0 1( ), 0a y a y f x a     0حيث 1,a a.ثوابت حقيقية 

المعادلة التفاضمية الخطية من الدرجة الأولى كحالة خاصة من المعادلة التفاضمية الخطية من  تنتج ملاحظة:
2الدرجة الثانية بجعل  0a . 
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yليكن لدينا المعادلة التفاضمية التالية  مثال: g    2بالتالي نجد

1 2

1

2
y gt C x C     يتم تحديد

لثابتين ا
1 2,C C  .من خلال شروط بدائية يحققيا التابع 

ملاحظة: يحوي الحل العام لممعادلة التفاضمية من الدرجة الثانية ثابتي تكامل مجيولين. ويحوي الحل العام 
 لممعادلة التفاضمية من الدرجة الأولى ثابت تكامل واحد مجيول.

 
 ية من الدرجة الثانية مع أمثال ثابتة:حل المعادلة التفاضمية الخط

لتكن لدينا المعادلة غير المتجانسة 
2 1 0 2( ), 0, ( ) 0a y a y a y f x a f x       حيث

0 1 2, ,a a a ثوابت
 حقيقية. 
ليكن 

cy  حل عام لممعادلة المتجانسة
2 1 0 0a y a y a y    

حل خاص لممعادلة غير المتجانسة  pyوليكن 
2 1 0 2( ), 0, ( ) 0a y a y a y f x a f x      

cعندئذ يكون الحل العام لممعادلة  py y y . 
أي أنو لحل المعادلة التفاضمية لابد من ايجاد الحل العام لممعادلة المتجانسة ثم ايجاد حل خاص لممعادلة غير 

 المتجانسة.
 

 ممعادلة التفاضمية الخطية المتجانسة من الدرجة الأولى:إيجاد الحل العام ل
لتكن لدينا المعادلة 

1 0 10, 0a y a y a    :نجد 
10 0

1 0 1

1 1

,
r xa a

a y a y y y y C e r
a a

           

من خلال شرط ابتدائي تعطى فيو قيمة نقطة من نقاط التابع )شرط  Cيمكن تحديد قيمة الثابت الحقيقي 
 .C( وبتعويض ىذه النقطة يمكن حساب الثابت ابتدائي

 
5أوجد حل المعادلة التفاضمية المتجانسة من الدرجة الأولى  مثال: 0y y    1عمماً بأنy   من أجل

0x . 
0نجد 

1

1

5
5

1

a
r

a
      1وبالتالي 5r x xy C e C e      وبتعويض النقطة المعطاة نجد

01 C e C    1أي أنّ الثابتC   5ويكون الحل ىوxy e . 
 

 الدرجة الثانية:إيجاد الحل العام لممعادلة التفاضمية الخطية المتجانسة من 
2لتكن لدينا المعادلة  1 0 0a y a y a y    :نشكّل المعادلة المساعدة من الدرجة الثانية 
2

2 1 0 0a r a r a    

ونقوم بحميا فنجد 
2

1 1 2 0

1,2

2

4

2

a a a a
r

a

 
 :ونحصل عمى الحالات الثلاث التالية 
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2الحالة الأولى: 

1 2 04 0a a a  ينا حمين حقيقيين مختمفين لد
1 2r r :ونحصل عمى حل المعادلة التفاضمية 

1 2

1 2

r x r x
y C e C e    

2الحالة الثانية: 

1 2 04 0a a a   لدينا حل مضاعف
1 2r r r  :ونحصل عمى حل المعادلة التفاضمية 

 1 2

r xy e C C x   
2الحالة الثالثة: 

1 2 04 0a a a   لدينا حمين عقديين
1 2,r a jb r a jb     ونحصل عمى حل المعادلة

التفاضمية:  1 2cos( ) sin( )axy e C bx C bx . 
 

2أوجد حل المعادلة التفاضمية  مثال: 7 3 0y y y   ؟ 
22نبحث عن جذور المعادلة المساعدة  7 3 0r r    فنجد جذرين حقيقيين مختمفين

1 20.5, 3r r    
0.5ويكون الحل:  3

1 2

x xy C e C e     حيث .
1 2,C C .عددين ثابتين مجيولين 

 
4أوجد حل المعادلة التفاضمية  مثال: 13 0y y y   ؟ 

2نبحث عن جذور المعادلة المساعدة  4 13 0r r   :فنجد جذرين عقديين 
1 22 3 , 2 3r j r j      
2ويكون لدينا الحل ىو التابع: 

1 2( cos3 sin3 )xy e C x C x   حيث
1 2,C C .عددين ثابتين مجيولين 

 
 :إيجاد الحل الخاص لممعادلة التفاضمية الخطية غير المتجانسة من الدرجة الثانية

 عمينا إيجاد حل خاص لممعادلة التفاضمية غير المتجانسة التالية:
2 1 0 2( ), 0, ( ) 0a y a y a y f x a f x      

)الحالة الأولى:  )f x C  الطرف الأيمن ثابت عندئذ يمكن أخذ الحل الخاص
0

0

, 0p

C
y a

a
 . 

5y مثال: y    5نأخذ 0p py y   . 

)2الحالة الثانية:  )f x a bx cx     كثير حدود عندئذ يكون الحل الخاص كثير حدود من نفس الدرجة
2

py A Bx Cx     ونحصل عمى الثوابت لمتابعpy  من خلال الاشتقاق والتعويض في المعادلة
 التفاضمية والمطابقة.

23 مثال: 2 3 2y y y x      ّ2بما أن( ) 3 2f x x  :كثير حدود من الدرجة الثانية نأخذ 
2

py A Bx Cx    2ونجد , 2p py B Cx y C    :بالتعويض بالمعادلة التفاضمية نجد 
2 22 3( 2 ) 2( ) 3 2C B Cx A Bx Cx x       

2أنّ  2xبمطابقة الأمثال نجد من أمثال  2 1C C      ومن أمثالx :نحصل عمى 
6 2 0 3C B B       2ومن الأمثال الثابتة نجد 3 2 3 2C B A A       ويصبح لدينا الحل

22الخاص لممعادلة غير المتجانسة ىو:  3py x x   . 
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 د الثوابت لحمول المعادلات التفاضمية الخطية من خلال الشروط الابتدائيةتحدي
 المعادلات التفاضمية الخطية من الدرجة الأولى

لتكن لدينا المعادلة 
1 0 0a y a y    نجد

1 0 1/r a a   1والحل ىو التابعr x
y C e  يجاد الثابت لإC 

0tنعتمد عمى معمومة عن التابع أو مشتقو عند نقطة معينة وىي عمى الأغمب تكون عند المحظة    لذلك
 يدعى شرط ابتدائي.

3ىو حل المعادلة التفاضمية  ما مثال: 0y y    0التي تحقق, 2x y . 
3xyحل العام نجد ال C e    02بتعويض النقطة المعطاة نجد 2C e C    :وبالتالي 

32 xy e  . 
 المعادلات التفاضمية الخطية من الدرجة الثانية

ج إلى شرطين ابتدائيين يحتوي الحل العام لممعادلة التفاضمية من الدرجة الثانية ثابتين يجب تحديدىما. لذلك نحتا
لحساب الثابتين. الشرطين يمكن أن يكونا نقطة أولى 

1 1,x x y y   ونقطة ثانية
2 2,x x y y  أو 

مشتق نقطة ثانية 
2 2,x x y y  . 
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 Integralsمذاكرة التكاملات 
 دة: ساعة ونصفالم  50علامة النجاح:     100العلامة العظمى: 

 لكل سؤال خمس علامات  
 اختر الإجابة الصحيحة للأسئمة التالية:

 
أوجد نتيجة التكامل  .1   22 sin 4 6x x x dx    

a)  21
cos 4 6

2
x x C                 

b)  2cos 4 6x x C   
c)  2sin 4 6x x C   
d)    22 sin 4 6x x x C    

 فقرة التكامل بتغيير المتحول راجع مساعدة:
 

5أوجد نتيجة التكامل  .2 3

5 3

7
3 2x x x dx

x

 
   

 
  

a) 6 2 4/3 2/51 3 3 35

6 2 2 2
x x x x C    

b) 6 2 1/3 2/51 3 3 35

6 2 4 2
x x x x C    

c) 6 2 1/3 2/51 3 3 35

6 2 4 4
x x x x C    

d) جواب آخر 
 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:

 
 
ل أوجد نتيجة التكام .3 sin 3x dx 

a) 
1

cos3
3

x C  

b) cosx C  
c) cos3x C  
d) 3cos3x C  

 فقرة التكامل بتغيير المتحول راجع مساعدة:
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2xأوجد نتيجة التكامل  .4 dx 

a) 31

3
x C 

b) 3x C 
c) 22x C 
d) جواب آخر 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل المحدود  .5
4

2

1

x dx ىي 

a) 21 
b) 63 
c) 22 
d) 64 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل المحدود  .6
/2

0

cosxdx



 ىي 

a) 1 
b) 1 
c) 0 
d) 2 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل المحدود  .7 
2

2

1

1x dx ىي 

a) 
10

3
 

b) 10 
c) 9 
d) 8 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع اعدة:مس
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نتيجة التكامل المحدود  .8
3

2

2

1
dx

x
 ىي 

a) 
1

6
 

b) 
1

3
 

c) 
3

2
 

d) 3 
 الأصمية لبعض التوابع المعروفةفقرة التوابع  راجع مساعدة:

 

نتيجة التكامل المحدود  .9
2

1

xe dx ىي 

a) 2e e 
b) 3e 
c) e 
d) 2e 

 فةفقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعرو  راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل المحدود  .10 
1

2

1

1 x dx


 ىي 

a) 2.667 
b) 2 / 3 
c) 3 / 2 
d) جواب آخر 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل المحدود  .11
3

2

0

xe dx ىي 

a) 198 
b) 200 
c) 197 
d) جواب آخر 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
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نتيجة التكامل  .12
0

xe dx





 ىي 

a) 1 
b) 1 
c) 0 
d)  

 فقرة التكاملات المعتمة راجع مساعدة:
 

2نتيجة التكامل  .13

0

xe dx





 ىي 

a) 
1

2
 

b) 
1

2
 

c) 1 
d)  

 فقرة التكاملات المعتمة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل  .14
4

2

0

5x dx ىي 

a) 
760

3
 

b) 152 
c) 760 
d) جواب آخر 

 ع المعروفةفقرة التوابع الأصمية لبعض التواب راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل  .15
5

0

3 x dx ىي 

a) 3/22 5 
b) 3/25 
c) 3/22 5 
d) جواب آخر 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
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نتيجة التكامل  .16 
4

3 1/3

2

4 2x x dx ىي 

a) 245.74 
b) 305.25 
c) 225.45 
d) جواب آخر 

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل  .17
4

1

1
dx

x



 ىي 

a) 
1

3
 

b) 
1

3
 

c) 0 
d)  

 فقرة التوابع الأصمية لبعض التوابع المعروفة راجع مساعدة:
 

نتيجة التكامل  .18
2

1

ln x
dx

x



 مساعدة استخدم التكامل بالتجزئة( ىي( 

a) 1         
b) 0 
c) 1 
d) 

1

2
 

 فقرة التكامل بالتجزئة راجع مساعدة:
 

2التكامل  .19 7x x
dx

x

 
 :ىو 

a) 3/2 0.52
2 14

3
x x x C            

b) 3/2 0.52
2 7

3
x x x C    

c) 3/2 0.52 14x x x C   
d) جواب آخر 

 مكاممة التوابع الكسريةفقرة  راجع مساعدة:
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3التكامل  .20 1

3

x
dx

x



 ىو؟ 

a)  3 10ln 3x x C            
b)  3 10ln 3x C   
c)  10lnx x C  
d)  3 ln 3 1x x C   

 فقرة مكاممة التوابع الكسرية راجع مساعدة:
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Mathematical Analysis- CH6 

 

 الإجابات الصحيحة
 الصحيحة الإجابة السؤال

 الخيار الأول 1
 الخيار الأول 2
 الخيار الأول 3
 الخيار الأول 4
 الخيار الأول 5
 الخيار الأول 6
 الخيار الأول 7
 الخيار الأول 8
 الخيار الأول 9
 الخيار الأول 10
 الخيار الأول 11
 الخيار الأول 12
 الخيار الأول 13
 الخيار الأول 14
 الخيار الأول 15
 الخيار الأول 16
 الخيار الأول 17
 الخيار الأول 18
 الخيار الأول 19
 الخيار الأول 20
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